MATEMATICA DISCRETA

Prof. Mauricio Fabbri

NOCOES DE LOGICA FORMAL

notas de aula, 30 de setembro de 2013

Na porta de minha casa passam dois 6nibus, um A e outro B. Um deles passa pelo Ministério da Fazenda; o outro
ndo. Na casa ao lado da minha, moram dois irmdos. Um so diz a verdade, outro sé diz mentira. Ao indagar sobre qual
Onibus tomar para chegar ao Ministério da Fazenda, um dos irméos me disse "Se meu irméo estivesse aqui, mandaria
vocé tomar o 6nibus A". Que énibus devo tomar?
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A |égica formal é uma técnica composta por:
1. Uma linguagem formal: usada para representar conhecimento.
2. Métodos de inferéncia: usados para representar raciocinio.

Exercicio 1 ®, Intuitivamente, qual dos dois argumentos a seguir é vélido?
Se neva, entdo faz frio. Estd nevando. Logo, estd fazendo frio.
Se chove, entdo a rua fica molhada. A rua estd molhada. Logo, choveu.

Proposicdo é uma sentenca declarativa que pode ser verdadeira ou
falsa, mas ndo as duas coisas ao mesmo tempo.

Exercicio 2 B

. Quais das sentencas a seguir sdo proposi¢es?
a) Abra a porta.
b) Excelente apresentacdo!
¢) Esta semana tem oito dias.
d) Em que continente fica o Brasil?
e) Eusou baiano.
f) 0 383ésimo digito na expansdo decimal do niimero m é 5.

g) Hd um planeta em Andrémeda onde hd vida inteligente.

Exercicio 3 . Por que a sentenca “esta frase é falsa” n3o é uma proposic3o?

Conectivo sdo particulas (ndo, e, ou, se, entdao) que permitem construir
sentengas complexas a partir de outras mais simples.

Exemplo ®7: A partir das sentencas (proposi¢des atdmicas):
Estd chovendo
A rua estd molhada
Podemos construir as sentencas (proposi¢cbes compostas):
Ndio estd chovendo
Se estd chovendo, entdo a rua estd molhada
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Sintaxe: define a estrutura das sentengas

Simbolos

Proposicdes: p, q, 1, ...

Conectivos: -, A, V, = (da maior para a menor precedéncia)
Formulas

Todas as proposicées sdo formulas.

Se a e B sdo formulas, entdo também sdo férmulas:

-a ("ndo" - negacdo)

aAB ("e" - conjungdo)

aVB ("ou" - disjuncdo)

o—>B ("se...entdo", condicional, implicagdo)

aé>B ("se, e somente se", bicondicional)

Semantica: define o significado das sentencas

Interpretacdo: associacdo entre proposicdes e valores-verdade (V ou F)
Uma férmula contendo n proposicdes admite 2" interpretacdes distintas.

Tabela-verdade: avalia uma férmula em cada interpretagdo possivel.

A proposicdo pAg é verdadeira se ambas p e g forem verdadeiras e pAq é falsa se uma das proposi¢cdes p ou q forem
falsas.
A proposicao pvq é verdadeira se uma das proposi¢cdes p ou q forem verdadeiras e pvq é falsa se as duas
proposicoes p e q forem falsas.
A implicacdo p->q é a proposi¢do que é falsa quando p é verdadeira e q é falsa e p->q é verdadeira nos outros
€asos.
Observagdo: na proposi¢do p—>q tem —se :
p: € a premissa (ou antecedente).
g: € a conclusdo (ou consequliente).
Algumas formas de expressar a proposi¢do p->q sao:
— Seocorre p, entdo ocorre q.
—  pimplicaq.
—  psomente seq.
—  pésuficiente para q.
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Discussdo da implicagto p—>q

A tabela verdade da implicagdo merece um comentario. Vamos exemplificar com um fato que obviamente decorre do outro:

sex>5, entiox’ > 25 , ou seja, p—>q onde p é a proposicdo x >5 e q é a proposigdo X*>25

se p é Verdadeira, entdo q também é.
se p € Falsa, p poderd ser Verdadeira ou Falsa (por exemplo, g sera Falsa se x = 3, mas sera Verdadeira se x = —6)

S6 hd uma maneira de mostrar que a implicagdo é falsa: mostrar que p pode ocorrer (ser Verdadeira) sem que ocorra g (g € Falsa). Somente nesse caso
a implicagdo é Falsa.

A Ciéncia é tipicamente baseada em implicagGes, e por isso s6 sabemos, com certeza, quando uma coisa é errada. E bastante intrigante o fato de nunca
sabermos com certeza de que uma coisa é Verdade! Por exemplo: uma forga causa aceleragdo (F = ma). Ou seja, achamos que F — a. Até hoje, isso
sempre foi verificado, mas é impossivel provar que isso ocorre sempre, que é uma verdade absoluta. Pode ser que algum dia alguém aplique uma forga
que ndo cause aceleragdo. Por outro lado, sabemos com certeza de que o movimento ndo necessita de forga, porque ja observamos corpos que estdo
se movendo sem a presenca de forgas. Ou seja, sendo v a velocidade de um corpo, sabemos que a proposicdo —(v#0 = F) é Verdadeira. Mas apenas
acreditamos (com boas razGes, mas ndo com certeza Divinal) que a proposi¢do F <> a seja Verdadeira. Vai ficar como Verdadeira enquanto ninguém
observar o contrario...
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A proposicdo bicondicional p¢>q é a proposi¢cdo que é verdadeira se p e q sdo ambas verdadeiras ou se p e q sdo
ambas falsas. Caso contrario, pé>q é falsa.
Algumas formas de se escrever p<>q:
— pse, e somente se g.
— gse, e somente se P.
—  péequivalente aq.
—  pécondigdo necessaria e suficiente para g.

Duas proposicdes sao equivalentes se e somente se elas tem a mesma tabela verdade.

Exercicio 4. (a) Escreva a tabela verdade da proposicdo p<>q
(b) Mostre que a proposi¢do bicondicional p¢>q é equivalente a p>q e g->p.
Isto é, p&>q equivale a (p—>q) A(g>p).

Tautologia é uma proposicao composta que é sempre verdadeira.
Contradicdo é uma proposicao composta que é sempre falsa.
Contingéncia é uma proposicdo composta que pode ser verdadeira ou falsa.

—=p | pv—p P [ =P | pPA—p P | =P |p>—p
Exemplos: v | F | v v|F | F v | F F
F v \' F v F F v v
Tautologia Contradicao Contingéncia

As proposicbes p e g sdo logicamente equivalentes se e sO se a
proposicdo p<>q é uma tautologia. Escrevemos, nesse caso, p<q.

Uma maneira de mostrar que duas proposi¢des sdao “equivalentes”é mostrar que a tabela verdade tem os
mesmos resultados. Isso corresponde a mostrar que p<>q é uma tautologia.

Exercicio 5 "', Mostre que as seguintes proposi¢des sdo equivalentes. Verifique a tautologia correspondente.
(@) =(pva) e —pr—q
(b) p>a e —pvg
(c) =(pv(=pAra)) e —pA—q

Tautologia Tautologia
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F F F v V|V v 1% F F v v v v

Sao Equivalentes AR Sé&o Equivalenies

Exercicio 6. Mostre que (pAg)—(pvq) é uma tautologia. Interprete em linguagem comum.

Exercicio 7 ®. Classifique cada férmula como Tautologia (vélida), Contradicdo, ou Contingéncia. Observe as regras
de precedéncia.

(@) pv—p

(b) pA—p
(c)(p—>a)Ap—q

(d) (p—>a)Aqg—p

(e) (p—>a)A—q—> —p
(f) (p—>a) ApA —q
(8) p A (p—0a) A (q—>)
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Exercicio 8. Em linguagem comum, um tanto erudita, costuma-se argumentar "ora, isso em que voce acredita é
apenas uma contingéncia". O que queremos dizer com isso?

Exercicio 9 “"“. Mostre que a proposicdo “x>5 v x<7” é equivalente a proposicdo “—(x<5 A x>7)”.

Equivaléncia Nome
paVep
pvFep Lei da Identidade
pvVeV
paF=F Lei da Dominagao
L Lei Id

. A L ANC] pApSp ei [dempotente
Equivaléncias Notdveis s Ll G2 Dupla Nogagso

pvgeqvp
pAgSSgAp Lei Comutativa
(pva)vrespy(qur) . o
(pag)arepalgar) Lei Associativa
pvaane(pvaia(pvr)|
palgvrie(pag)v(par) | Lei Distributiva
—(pAgQ)=—pv—q
—{pvgk=—pa—q Lei de Morgan

xercici . ifiqu 3 uiv ui :
Exercicio 10 "9, Verifique se sdo e alentes as seguintes frases
“Quem tem dinheiro, ndo compra fiado”.
“Quem ndo tem dinheiro, compra fiado”.

Exercicio 11 *". Verifique se [-pA(p—q)] = —q é uma tautologia.

Exercicio 12 *", Mostre que p<>q e (pAq)v(—pA—q) sdo equivalentes.

Passos para formalizacao de sentencas "

Identificamos as palavras da sentenca que correspondem a conectivos. Identificamos as partes da sentenca que
correspondem a proposi¢cdes atdbmicas e associamos a cada uma delas um simbolo proposicional. Escrevemos
a formula correspondente a sentenca, substituindo suas proposicées atébmicas pelos respectivos simbolos
proposicionais e seus conectivos légicos pelos respectivos simbolos conectivos

Exemplo

e Esta chovendo.
@ Se esta chovendo, entdo a rua esta molhada.
e Se a rua esta molhada, entdo a rua esta escorregadia.

@ Vocabulario
@ p:‘“esta chovendo’
@ (:"arua estd molhada’
@ I:"arua esta escorregadia”

@ Formalizagdo

/ base de
e A={p, p—q, g—r} conhecimento

Exercicio 13 **7', Usando a sintaxe da légica proposicional, formalize as sentencas
a) Se Ana é alta e magra, entdo ela é elegante.
b) Se Beto é rico, entdo ele ndo precisa de empréstimos.
c) Se Caio ama a natureza, entdo ele ama as plantas e os animais.
d) Se Denis jogar na loteria, entdo ele ficara rico ou desiludido.
e) Se faz frio ou chove, entdo Eva fica em casa e vé TV.
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