MATEMATICA DISCRETA

aulas a partir de 04/11/2013 Prof. Mauricio Fabbri

GRAFOS — parte ll

Exercicio 11": Prove gue, em uma sala com 51 pessoas, hd pelo menos uma que conhece um nimero par de pessoas.
OBS.: zero é par.

ARVORES

E um grafo conexo aciclico. Podemos designar um vértice qualquer de uma arvore como sendo a raiz.

Lista de conceitos, fatos e teoremas

Pais e filhos
Raiz e folhas

Profundidade de um no

Eal

Profundidade de uma arvore
Exercicio 12: Desenhe 4rvores de 10 nds com profundidades 1, 2, 3, 4, 6, 9 e 10.

Exercicio 13: Um subgrafo de G é obtido removendo uma ou mais arestas de G. Um subgrafo de G com o mesmo conjunto de
nds que é uma arvore é chamado de drvore geradora de G. Desenhe duas arvores geradoras de K.

5. FATO: Uma drvore com N nés tem N—1 arestas.

6. TEOREMAS

(a) Um grafo é uma darvore se e sé se ele é conexo e a remogdo de qualquer de suas arestas resulta num
grafo desconexo.

(b) Um grafo é uma arvore se e sé se ele ndo contém nenhum ciclo e a adi¢do de qualquer nova aresta cria
um ciclo.

(c) um grafo é uma arvore se e sé se existe um Unico caminho conectando qualquer par de nds.
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Exercicio 14°: (arvores de decisdo) Desenhe uma arvore mostrando todas as possibilidades ao se jogar uma moeda cinco vezes
seguidas, de modo que ndo ocorra duas caras consecutivas.

Exercicio 15: Seja Ty o nimero de possibilidades que pode ocorrer no Exercicio 14 quando se joga a moeda N vezes seguidas.
Mostre que Ty = Ty_y + Ty_;, com T; = 2 e T, = 3. Confira o valor de Ts com o nimero de folhas da drvore que voce
construiu no Exercicio 14. Quantas sdo as possibilidades se jogarmos a moeda oito vezes?

OBS.: Essa relagdo de recorréncia define a sequencia de Fibonacci. Ndo é dificil obter uma férmula direta para Ty,.



ARVORES NAO ROTULADAS

As duas arvores ao lado sdo isomorfas.
Topologicamente, sdo equivalentes.

ARVORES ROTULADAS

Se os vértices sdo rotulados, na pratica podem representar duas drvores diferentes:

1 3 1 3

ARMAZENANDO ARVORES ROTULADAS

Os exemplos abaixo referem-se a arvore ao lado.

A matriz de adjacéncia (serve para qualquer grafo)

1 [2[3[a]s5]6]7]8]0
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6lo|o|l0|O0|lO|lO|O|1]0
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slololololololol1lo Matriz esparsa (desperdicio). E Util quando as arestas tém pesos.

Lista de adjacéncias (serve para qualquer grafo)
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Lista de arestas (serve para qualquer grafo)

3 3 11 4 8 8 8
51 2 4 8 9 6 7
Cédigo de pai (para drvores)

— escolha um né como raiz
— liste cada aresta escrevendo o né mais distante da raiz primeiro
— ordene a lista de arestas pelo rétulo

Escolhendo 1 como pai:

2 3 45 6 7 89
111 3 8 8 4 8

NOTE: na primeira linha, obtemos cada rétulo exatamente uma vez, e o rétulo 1 ndo parece. Isso porque o nimero na 2°
linha é pai da 1%, e cada né sé tem um pai; o 1 é raiz, e entdo n3o tem pai.

Cdédigo de Priifer (método 6timo, somente para drvores)

O cédigo estendido de Priifer:

— numere os rétulosde 1 a N, e escolha o né 1 como raiz.

— procure por um né de grau 1, diferente da raiz, com o menor rétulo. Escreva a aresta com essa extremidade
(escreva o né mais distante primeiro), e remova esse nd e essa aresta da arvore.

— repita o passo anterior até que todas as arestas sejam listadas.
2 5 3 6 7 9 8 4
1 318 8 8 41

O cédigo de Priifer:

FATO (Lema): A segunda linha do cédigo de Prifer determina a primeira. E ndo é preciso listar a
ultima aresta.

A arvore é determinada pela sequencia 1318884
Para reconstruir a primeira linha, basta saber que a arvore tem N=9 nés.
Os rétulos possiveis sdo 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9.

Vamos examinar como saber qual o nimero A:

1 31 8 8 8 4

esse nUmero nao pode ser 1, 3, 8 ou 4, porque ele foi removido depois de listado. Ele deve ser o
menor nimero que ndo aparece mais na segunda linha; portanto, A = 2.

o0 nimero X deve ser o menor nimero entre 2 e N que ainda ndo apareceu na primeira linha, e que
ndo aparece na segunda linha a partir da posi¢dao de X. Vemos que X=5.

Exercicio 16: Termine a reconstrucdo da lista de arestas. Note que a Ultima aresta sempre terd 1 como pai.

A reconstrucdo recupera todas as arestas:

2 5 3 7 9 8 4
1 3 1 8 8 4 1



TEOREMA: Toda sequencia de niimeros entre 1 e N, de comprimento (N-2), é um cddigo de Priifer de alguma
arvore sobre N nés.

Exercicio 17: Desenhe a arvore correspondente aos cédigos de Priifer abaixo:
(a) 2334565
(b) 423556524

CONSEQUENCIA: TEOREMA DE CAYLEY: O nimero de arvores rotuladas com N nés é N2,

Exercicio 18: Qual o nimero de arvores diferentes, rotuladas, com 8 nés?

CODIFICANDO E CONTANDO ARVORES NAO ROTULADAS

O cddigo planar:

Imagine cada aresta como uma parede
perpendicular ao plano do papel. Saindo da raiz,
caminhe ao redor dessa parede mantendo-a a
sua direita. Cada vez que caminhar para longe da
raiz (de pai para filho), escreva 1; se caminhar
para perto da raiz (de filho para pai), escreva 0.

111010100100110111010000

esse caminho tem 2(N—1) passos.

Nem toda sequencia bindria de comprimento 2(N—1) representa uma arvore. (o,f)
n—2

TEOREMA: O ndmero T, de arvores ndo rotuladas com n nés satisfaz ' <T <4",
n!

Paran > 30, teremos 2" <T,<4".

Exercicio 19: (a) Escreva o cddigo planar da arvore

(b) Verifique se existe uma arvore com o cédigo planar 1011100010101001
(c) Estime o nimero de arvores nao rotuladas, diferentes, com 7 nos.

Exercicio 20°: Use uma arvore para encontrar a maior sequencia crescente de niumeros na lista 5, 11, 6, 1, 3, 9, 10, 4.

Exercicio 21°: Desenhe uma érvore que represente a relagdo entre as regides representadas ao lado.

Exercicio 22°: Desenhe uma érvore que represente os paréntesis aninhados ((()()) ((()()) ().
Exercicio 23: Escreva as operac¢des seguintes em notacdo RPN. Em seguida, desenhe uma arvore para representar cada passo.
(a) (9-6)x2+7+3

(b) 2+7(5-3)
8+9

Exercicio 24: Represente as possibilidades durante um jogo da velha comum através de uma arvore. Represente apenas
possibilidades que ndo sejam equivalentes.
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