MATEMATICA DISCRETA

primeiras aulas, a partir de 05/08/2013 Prof. Mauricio Fabbri

APRESENTACAO DO CURSO

descricdo: técnicas matemadticas de representacdo e de resolugdo de problemas relevantes para a computacao,
tanto em software como em hardware

computacdo: implementacdo de algoritmos em maquinas digitais 3 3
Cdlculo é barbada...

algoritmo: sequéncia de passos realizaveis em uma maquina de Turing que
deve atingir um estado final especificado a partir de um dado estado
inicial e de informacgdes digitalizadas conhecidas.

objetivo: familiarizar e treinar o aluno nos tépicos mais importantes da
matematica discreta, com énfase nas aplicacGes

EMENTA E BIBLIOGRAFIA: Ver plano de ensino ]
...eu faco Matemdtica Discreta !

DINAMICA DAS AULAS: exposicdo e discussdo com a classe dos tdpicos,
seguida de resolugdo de exercicios em grupo pelos alunos, sob orientacdo

AVALIACOES: 70% prova individual, 30% exercicios entregues semanalmente (3s vezes em grupos, as vezes
individuais). Serdo considerados as 75% melhores notas dos exercicios solicitados. (75% = indice minimo de
frequéncia as aulas para aprovacao)

Data das provas: ver plano de ensino

SIGNIFICADO do nome "matematica discreta"
computacdo: maquina de Turing : numero finito de estados (portanto, contdveis)
conjuntos que sdo contaveis sdo ditos "discretos", e os que ndo o sdo, "continuos".
Ocorre que essa questdo continuo xdiscreto ndo é nada intuitiva.
CONTAR ou ENUMERAR um conjunto significa obter uma relacdo biunivoca entre os elementos desse conjunto e os
numeros naturais N ={0, 1, 2, 3, ...} (ou, se preferirmos, os naturais positivos N,={1, 2, 3, ...}).
Em computacdo, isso é equivalente a atribuir um indice a cada elemento do conjunto.
Exemplo: seja um conjunto com os elementos: a, banana, vaca, Pedro, sapo, Belo Horizonte, azul, 123
1 2 3 4 5 7 8

uma maneira de atribuir indices é: 6



Enumerar conjuntos finitos é tarefa facil na maioria dos casos - se bem que as vezes precisamos fazer uma
enumerac¢do mais elaborada (como no caso de enderegamento de memaria para uma matriz multidimensional).

Quando conseguimos enumerar um conjunto, dizemos que ele é isomorfo (em linguagem corriqueira, "equivalente")
aos numeros inteiros. Isso porque qualquer elemento do conjunto pode ser referenciado apenas pelo seu indice.
(rigorosamente, o conceito de isomorfismo é um tanto mais complicado e exigente - ndo basta apenas uma
correspondéncia biunivoca, é necessario que haja uma equivaléncia entre as operag¢des definidas entre os elementos
dos dois conjuntos)

Em se tratando de conjuntos infinitos as coisas se complicam.

S6 para inicio de conversa, note que se voce retira uma parte de um conjunto infinito, isso pode ndo fazer nenhuma

diferenga importante. Por exemplo, N é equivalente a N —{0,1,2,3}:

4 567 89 ....
t 080t
1 23456.....

Ou seja, do ponto de vista de enumeracgao, os conjuntos N e N — {0,1,2,3} tem "o mesmo nimero de elementos".

Claro que dizer isso € um tanto impreciso, uma vez que os dois tem infinitos elementos. Dizemos que eles tem a
mesma cardinalidade.

Outro exemplo: é facil mostrar que o conjunto dos nimeros pares tem a mesma cardinalidade de N.

ENUMERACAO E CARDINALIDADE

NOTACAQ: se A é um conjunto contdvel, entdo seus elementos podem ser indexados: A = {a,, a,, a3, ....}.

Definimos a funcdo indice I(x) como sendo o valor do indice do elemento x. Assim, I(a;) = 1.
Definimos a fun¢do elemento E(n) como sendo o elemento do conjunto que tem indice n. Assim, E(3) = as.

Note que a funcgdo | é a inversa da fungao E: l=E" I(E(n)) =n E(l(x)) = x

EXERCICIO 1: Seja Z o conjunto dos ndmeros inteiros {...., =3,-2,-1,0,1,2,3, .... }.

(a) Mostre que Z tem a mesma cardinalidade de N, e defina uma fungdo indice e uma func¢do elemento.
(b) No seu esquema, qual inteiro terd indice 59? Qual o indice do inteiro —1348?

Observe que pode ser muito dificil, sendao impossivel, encontrar a forma explicita das fun¢des | e E.

Para que um conjunto seja enumeravel, "basta" provarmos que existe uma correspondéncia biunivoca entre seus
elementos e os nimeros naturais. Isto ndo exige que se conheca a expressdo analitica (formula) dessas fungdes.

Um exemplo famoso é o conjunto dos nimeros primos, P=1{2, 3,5, 7, 11, 13, ...}.

P é claramente enumeravel, pois podemos sempre encontrar qual é o primeiro, o segundo, o terceiro, ou o

quinquagésimo numero primo (embora seja muito trabalhoso e computacionalmente proibitivo encontrar primos
consecutivos muito grandes). Ndo se conhece nenhuma férmula para as fungdes | e E no caso dos primos, ou seja,
nao se conhece uma maneira de calcular rapidamente qual serd o n-ésimo nimero primo.



E de interesse computacional a prova de Euclides de que existem infinitos nimeros primos. Ele provou isso
tomando os N primeiro nimeros primos p;, p,, Ps, ..., Py € construindo o numero seguinte:

P = Pp1Xp2XpsX... Xy + 1

Lembremos agora que, quando dividimos um nimero n por um nimero m (naturais positivos), se o quociente é g e o
resto é r, escrevemos

n=gxm-+r

Lembremos também que todo nimero pode ser escrito como um produto de fatores primos (teorema fundamental
da aritmética). Portanto ndo precisamos considerar aqui nenhum numero que nao seja primo.

E facil ver que o nimero p acima n3o é divisivel por nenhum dos p;, pois da sempre resto 1. Entdo, ou ele é primo,
ou ele é divisivel por um primo maior do que py. Em qualquer desses dois casos, teremos um nimero primo maior
do que py. Portanto, py ndo pode ser o maior primo que existe. Logo, existem infinitos nUmeros primos.

Cuidado: NOTE que o niumero p ndo é o py.; !!!! Na verdade, p nem sempre é primo. Por exemplo,
2x3x5%x7%x11x13 + 1 = 30031 = 59%509

(mais sobre isso, ver http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm98/icm12/infinitos.htm )

Os numeros primos sdo os componentes basicos da criptografia moderna, e sdo Uteis na gera¢do de numeros
aleatérios por computador. Aparecem quando menos se espera. Alguns dos problemas mais famosos e dificeis da
matematica dizem respeito a eles. Até hoje ndo foram domados por ninguém (no dia em que forem, todos os
sistemas de seguranca digitais vao entrar em colapso).

EXEMPLOS E EXERCICIOS A SEREM TRABALHADOS EM SALA DE AULA

EXEMPLO 2: Mostre que o conjunto Q dos niimeros racionais é enumeravel.

EXEMPLO 3: (diagonalizagdo de Cantor) Mostre que o conjunto R dos nimeros reais ndao é enumeravel, ou seja, tem

uma cardinalidade maior que N ou Q.

Os numeros reais se dividem em duas grandes classes: o dos numeros algébricos e a dos transcendentes. Um

numero é algébrico quando é raiz de um polinbmio com coeficientes racionais. Por exemplo, \/E é algébrico. Em

1882, Lindemann provou que TT é transcendente (veja a prova em htp://www.ime.unicamp.br/~ftorres/ENSINO/MONOGRAFIAS/Transcendencia.pdf ).
Pode-se provar que o conjunto dos numeros algébricos é enumeravel. Portanto, em um certo sentido, podemos
dizer que os nimeros reais sdo dominados pelos transcendentes.

E aqui que aparece pela primeira vez a diferenca entre "continuo" e "discreto". Uma grandeza discreta é
enumeravel, ao passo que o continuo ndao é. Observe que isso tem pouco a ver com o fato de termos valores
proximos ou nao (entre duas fracGes, sempre existe uma terceira). O que conta é o fato de podermos enumerar os
elementos, usar um indice para ordena-los. Gragas aos trabalhos de Cantor (1845-1918), hoje compreendemos
melhor a natureza dos conjuntos infinitos.

Na pratica, todas as grandezas numéricas que medimos ou computamos sdo racionais. Os nimeros irracionais sdao
utilizados por necessidade matematica e simplificacdo dos conceitos e fdrmulas (seria um trabalho infernal trabalhar
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s6 com fragOes). Além disso, acreditamos que vivemos em um Universo continuo - nenhum experimento até hoje
contradisse isso. Portanto, acreditamos que a natureza de niUmeros como Tte €seja real.

Mas para que diabos servem essas coisas no trabalho de um Engenheiro? Ocorre que as técnicas utilizadas nesse
tipo de matematica encontram utilidade quando se desenvolve um algoritmo, um sistema especialista, uma matriz
de portas légicas, um sistema de enderecamento, uma estruturagdo eficiente de dados, etc. E respondem a questdes
importantes, tais como saber se todas as tarefas sdo passiveis de computacdo, ou analisar a eficiéncia de certo tipos
de procedimentos. E como ocorre na industria aeroespacial: pouca gente estd interessada em ir a Marte ou saber o
que existe em Andromeda, mas todas se beneficiam com a tecnologia e o conhecimento produzidos por essas
atividades.

EXERCICIO 2: Enumerar um conjunto finito de pares ordenados (i, j), 1 <i< N, 1<j< M, por linhas. Encontre as
fungdes | e E.

EXERCICIO 3: Enumerar um conjunto finito de pares ordenados (i,j), 1<i<N, 1 <j <M, por diagonais. (nesse caso,
as fungoes | e E sdo um tanto complicadas. Fica como sugestdo que voce implemente essas fun¢des na forma de
um algoritmo)

EXERCICIO 4: Enumerar um conjunto infinito de pares ordenados (i, j), i=1, j=1.

Note que o método de linhas néo funciona nesse caso. Use um sistema de numeracgdo por diagonais. Em sala
de aula, vamos encontrar as fungées | e E.

EXERCICIO 5: (Recursividade) Enumerar um conjunto infinito de triplas ordenadas (i, j, k), i=1, j=1 , k>1.

EXERCICIOS EM GRUPO, EM SALA DE AULA

Os exercicios abaixo sdo referentes ao sistema de enumeracdo em diagonal de conjuntos infinitos de n-uplas, como
trabalhado nos Exercicios 4 e 5.

EXERCICIO 6: No sistema de enumeragdo de duplas ordenadas em diagonal,

(a) qual sera o indice da dupla (314, 893)?
(b) qual sera a dupla com indice 13407?

EXERCICIO 7: No sistema de enumeragdo de triplas ordenadas em diagonal,

(a) qual sera o indice da tripla (3,2,4)?
(b) qual serd a tripla de nimero 1287

EXERCICIO 8: Enumerando quadras (i, j, k, |) pelo mesmo sistema anterior,

(a) qual sera o indice da quadra (5,3,8,2)?
(b) qual sera a quadra que tera indice 3678217




