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4* Série de Exercicios

Coordenadas no espaco; fun¢des de varias variaveis, derivadas parciais e direcionais; pontos criticos

COORDENADAS NO ESPACO

Ex. 1) No sistema de coordenadas ao lado, em perspectiva paralela, o ponto (3.4,5) 10
corresponde aproximadamente a:

Ja B [c Obp e [F B I

Ex. 2) O paralelepipedo ao lado esta alinhado com os eixos coordenados, com

z
. f
a origem (0,0,0) em seu centro.

. y
(a) Escreva as coordenadas cartesianas (X,y,z) dos vértices A, B, C, D, E, D; /7_ _____
F, GeH. .

(b) Escreva as coordenadas cartesianas (x,y,z) dos centros de cada uma A 12 B
das seis faces.

Ex. 3) O paralelepipedo ao lado esta alinhado com os eixos coordenados, ¢ a D
origem (0,0,0) esta no ponto G. A diagonal AG mede 80cm e faz um angulo
de 65° com o eixo z. A distncia do ponto A ao eixo y é de 35¢m.

(a) Encontre as coordenadas cartesianas (X,y,z) dos pontos A, D e E. H E

(b) Calcule o volume do paralelepipedo, em litros, com 3 significativos.

Ex. 4) Na figura ao lado, o retdngulo OPQR, inicialmente contido no planoyz, -~ | Y
A o . iy e . R Q !
foi girado de 30° em torno do eixo y, no sentido indicado. (a) Quais as \<

coordenadas cartesianas do ponto Q ? (b) Qual a distancia do ponto Q a 4
origem O ? (respostas com trés significativos)
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PLANOS

Ex. 5) Em relagdo ao sistema de coordenadas xyz, com origem (0,0,0) no H
ponto E, o plano AHF corresponde ao grafico da fungdo :
f(x,y) = —4x—-3y—12. P X
Obtenha o volume do paralelepipedo ABCDEFGH. CAG - B

Ex. 6) Obtenha a, b e ¢ de modo que f(x,y) = ax + by + ¢ represente o plano 2 , B
que passa pelos pontos A, B e C.
O ponto O(0,0,0) € a origem dos eixos coordenados. A 3

Ex. 7) Unindo-se os pontos médios das 6 arestas de um cubo, obtém-se um
hexagono regular, conforme mostra a figura ao lado. Obtenha a fungéo
f(x,y) cujo grafico é o plano que contém esse hexagono. Suponha que o
cubo tem aresta 1, e que a origem (0,0,0) esta no ponto de cruzamento dos
eixos X,y € z na figura. -------------- -y

SUPERFICIES E CURVAS DE NIiVEL

Ex. 8) Esbogar as curvas de nivel da fun¢do f(x,y) = 2000—x’—y* nos valores 0, 500, 1000, 1500 ¢ 2000.

Ex. 9) Esbogar as curvas de nivel da funcdo f(x,y) = 2000—x>—5y* nos valores 0, 500, 1000, 1500 e 2000.

Ex. 10) Esboce as curvas de nivel da fungdo f(x,y) = Y _;
X+

nos valores 0, -1, 1/2 ¢ 2.

Note que f(x,y) ndo € definida para x = 2.

Ex. 11) Determine os valores de A e B para que a reta y = 2x seja uma curva de nivel de f(x,y) = Ax* — 6y* + B

no valor 5.
Ind
2L
Ex. 12) Determine os valores de A e B para que a curva A seja uma curva de nivel A
no valor 16 de f(x.,y) = Ax*+ By*+ xy. ~
0
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. 2 .
Ex. 13) Considere a fungdo f(x,y)= —X2 . Suponha que x e y variem com o tempo t, segundo a regra
y+

y=at+b
f(x,y) =2 a medida que t varia ?

x=t+1
{ . Qual deve ser o valor das constantes a € b para que o ponto P(x,y) ande sobre a curva de nivel

Ex. 14) (a) Determine o valor do pardmetro A para que a fungdo f(x.y) = Axy—6y*+5 seja constante sobre
aretay = 2x.
(b) Nas condi¢des do item (a), qual o maior valor que f(x,y) assume sobre a reta y = 3x?

DERIVADAS PARCIAIS

Ex. 15) A temperatura ao longo de uma barra varia com o tempo de acordo com:

. = @ @ @ 1 X emcm
0 60 (Cﬁ]) T(x,y) =2(x—30)e ** +90 t em minutos
Tem °C

(a) Verifique se existem pontos da barra cujas temperaturas ndo variam com o tempo.
(b) Qual o perfil de temperatura da barra no instante t=0?
(¢) Qual o perfil de temperatura da barra apds um tempo muito grande?
(d) Qual a taxa de variagio da temperatura ao longo da barra, em °C/mm, na posi¢do x=30cm, no instante
t=1lhora ? (resposta com quatro significativos)
(e) Qual a taxa de variagfo da temperatura com o tempo, em °C/min, na posi¢do x=0, no instante t=1hora?
(resposta com quatro significativos)

Ex. 16) A distribui¢do de temperatura na placa triangular ao lado e
obedece a equagdo : B
15
T(x,y) = 500 + y (6y + 3x —90)
(x,y)em cm , T em°C
A C -
0 30 Xem]

(a) Qual a temperatura nos vértices A,B e C?
(b) Qual a temperatura nas arestas AB, AC e BC?
(¢) Qual a temperatura no ponto (10; 8)cm ?

Ex. 17) A distribui¢do de temperatura na placa triangular ao lado

obedece a equacdo :

T(x,y) = 500 + 5(y —2x)(y + 5x — 35)
(x,y)em cm , T em °C

(a) Qual a temperatura nos vértices A,B e C?

(b) Qual a temperatura nas arestas AB, AC ¢ BC?

(c) Verifique se o ponto (4 ; 6)cm pertence a placa; em caso afirmativo, qual a temperatura nesse
local?
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Ex. 18) A distribuicdo de temperatura numa placa retangular de 65cm X 35¢m obedece a equagéo
abaixo:

X, €em cm
T(x,y)= —ﬂmzoo A @X+200 (x.y)
65 35 (65 T em °C

e

(a) Quais as temperaturas nos vértices A, B,Ce D ? N c
(b) Quais as temperaturas nas arestas AB, BC, CD e AD ? 3
(¢) Qual a temperatura no ponto (30; 15)cm ?
(d) Qual o gradiente de temperatura no ponto (30 ; 15) cm,

- na dire¢do x ? R .

- na dire¢do y ? 0 5 o

(e) Esboce as isotermas nos valores 300°C, 400°C, 500°C, 600°C e 700°C.

Ex. 19) A distribui¢do de temperatura na placa triangular abaixo obedece a equagéo:

y [em]

(x,y) em cm

T(x,y)z%(x—y)z +200 {T e

(a) Quais as temperaturas nos vértices A,Be C ?
(b) Quais as temperaturas nas arestas AB, BCe AC?
(¢) Verifique se o ponto (25 ; 15)cm pertence a placa; em caso afirmativo, qual a temperatura nesse
local?
(d) Qual o gradiente de temperatura no ponto (25 ; 15) cm,
- na dire¢do x ?
- na direcdo y ?
(e) Esboce as isotermas nos valores 200°C, 250°C, 300°C, e 350°C.

Ex. 20) A distribui¢do de temperatura na placa triangular abaixo obedece a equagéo:

(X,y) em metros 5

T(x,y) =400-10(y - 2x)(y + 2x —10)
T em °C

(a) Quais as temperaturas nos vértices A,Be C ?

(b) Quais as temperaturas nas arestas AB, BCe AC? A

(¢) Verifique se o ponto (3 ; 1)m pertence a placa; 0 2.5 5 Xpm
em caso afirmativo, qual a temperatura nesse local?

(d) Qual o gradiente de temperatura, em °C/cm, no ponto (3 ;1) cm,

- na direcdo x ?
- na direcdo y ?
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Ex. 21) A distribuicdo de temperatura na placa circular ao lado obedece a equagdo: Ay[ml

+20

x2+y?

T(x,y)=500e *%°

0

(xy)em cm , T em°C +20
(a) Qual a temperatura na borda da placa ?
(b) Qual a temperatura no centro da placa ?
(¢) Qual a temperatura no ponto (10;15)cm ?
(d) Qual o gradiente de temperatura no ponto (10; 15) cm, 20

- na dire¢éo x ?

- na diregdo y ?
(e) Esboce as isotermas nos valores 400°C, 300°C, e 250°C.

X[em]

RESPOSTAS
Ex.1: A Ex.2: A(5,-6,—4) B(5, 6,—4) C(-5, 6,-4) D(-5,-6,—4) E(5,-6,4) F(5, 6, 4) G(-5, 6, 4) H(-5,-6, 4)
Ex. 3: (a) A(9,05; 71,9 ; 33,8)cm D(9,05; 0; 33,8)cm E(9,05; 71,9 ; 0)em (b) 22,0 litros

Ex.4: (a) (2.00; 6,00 ;3,46) (b)7.21 Ex.5:144 Ex.6:a=-3/4 b=-3/5 ¢=6 ExX.7)f(xy)=-x—y+3/2

<

Ex.8) Ex. 9) Y Ex. 10) v

%

\ 2000
1500
0

N

-20 4 100\
1 500
40 T
T T T T
40 20 0 20 40

Ex.11) A=24 B=5 Ex.12) A=1B=16 Ex13)a=1b=-1 Ex.14)(@A=12 (b)5

Ex. 15) (a) Sim, na posi¢do x=30cm a temperatura permanece fixa=90°C  (b) T(x,0) =2x+30 (cm, °C)  (c) T(x,0) =90°C
(d) 0,02707 °C/mm  (e) 0,2707 °C/min

Ex.16) (a) Ta = T = Tc = 500°C (b) Tap = 500 +y(6y-90) [em,°C] Tac=500°C  Tpc=500°C  (c) 404°C
Ex.17) (a) T = T = Tc = 500°C (b) Tap = 500 —50x(x-7) [em,°C]  Tac=3500°C  Tpc=500°C  (c) sim; 590°C

Ex. 18) (a) T =200°C Tg=800°C Tc=600°C Tp=400°C

(b) Tap = T(x,0) = (600/65)x+200 [em,°C]  Tpc = T(65.y) = (-200/35)y+800
Tep = T(x,35) = (200/65)x+400  Tap = T(0.y) = (200/35)y+200 %
(¢) T(30,15) =483,5°C (d) T«(30,15) =6,59°C/em ; Ty(30,15) = 0,440°C/em ()

500C

400°C 600°C

104 300°C
700°C

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

50

Ex.19) (a) T = 200°C Tg=400°C Tc=200°C

(b) Tap = (2125)x*+200 [cm, °C]  Tac=200°C  Tpc = (2/25)(50-y)*+200

(c) sim; 208°C  (d) Tx(25,15) = 1,6°C/em ; Ty(25,15) = -1,6°C/em (e) 404
304

$
204
10+ rﬁbﬁ()
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Ex.20) (a) T = 400°C Tg=400°C Tc=400°C (b) Tap=400+40x(x-5) [m,°C] Tac=400°C  Tpc = 400°C
(0) sim; 250°C  (d) Ty(3.1) = 0,4°C/em ; T,(3,1) = 0,8°C/em

250°C

Ex.21) (a) 183,9°C  (b) 500°C (c)221,9°C
(d) Tx(10,15) =-11,1°C/em ; Ty(10,15) =-16,6°C/cm  (e)

VETORES E DERIVADAS DIRECIONAIS

<

Ex. 22) Para cada um dos vetores representados na figura ao lado,

(a) escreva o mesmo utilizando as suas componentes em relagdo aos Vg /\—{
2
D

Wy

versores nas diregdes x (i) ey (j);
(b) escreva sua dire¢do em relacdo a rosa dos ventos. Especifique os

angulos que forem fracionados em graus e minutos. W

0*,'\)

(c) escreva um versor na direcdo desse vetor. -2

Respostas: (a) A=3i+3] ; B=-5i-3] ; C=—4i+2j ; D=4i—j
(b) 45°NE ; 59°2°SW : 63°26’NW ; 75°58’SE S

(c)a:%:%(hj); F F‘S' 3 = 2( f<4n+2n F F(' )

Ex. 23) Escreva um versor ao longo de cada uma das seguintes dire¢des:

(a) 30°SE  (b) 64°35°SW () 18°53°'NW (d) 82°9’NE

(especifique as componentes com trés significativos)

B3

Respostas: %i - 7} . —0,9031-0,429) ; —0.324i+0,946] ; 0,991 + 0,137}

Ex. 24) Tomando o plano (x.,y) no nivel do mar, a altura H de uma montanha obedece a equagéo:

H em metros

H(x,y)=1500—-4x* —y?
() Y {(X,y)emkm

Suponha que o eixo x aponta para o Leste, e que o €ixo y aponta para o Norte.
Um alpinista est4 sobre o ponto (-10 ; 20 ; 700).

(a) Se o alpinista se mover para o Leste, ele vai descer ou subir? Com que taxa ?
(b) Se o alpinista se mover para o Norte, ele vai descer ou subir? Com que taxa ?
(c) Se ele se mover para 45° NE, ele vai descer ou subir? Com que taxa ?

(d) Qual a inclinacdo local de subida na dire¢do do topo?

(e) Qual a diregdo segundo a qual a subida € mais ingreme?

(f) Qual a declividade (inclinagdo méaxima) local do terreno?

(g) Em que diregéo ele deve andar, de modo a manter-se na mesma altura?

(respostas com trés significativos, e dngulos em graus e minutos)
Respostas:

(a) subir a 80,0m/km (4°34°) (b) descer a 40,0m/km (2°17°)  (c) subir a 28,3m/km (1°37°) (d) 71,6m/km (4°6°)
(e) 63°26 SE (N 89,4m/km (5°7) (g) 26°34°'NE ou SW
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Ex. 25)A distribui¢do de temperatura na placa triangular ao lado obedece a equagdo Yien: N
T(x,y) = 500 + y (6y + 3x — 90), com (x,y) especificado em centimetros e T em °C . . l .

No ponto médio da aresta BC,

(a) qual o gradiente local de temperatura em dire¢do a origem (0,0), em °C/mm?
(b) qual o gradiente local de temperatura na dire¢do 30° SW, em °C/mm? A c
(c) Qual o gradiente maximo de temperatura, e em que dire¢fo (para o interior da placa)? 30 Xeml

<

(respostas com trés significativos, e dngulos em graus e minutos)

Respostas: (a) —4,02°C/mm (b) =5,02°C/mm (c) =5,03°C/mm na diregdo 26°34°SW

Ex. 26) A distribui¢do de temperatura numa placa retangular ao lado obedece a s
equagdo abaixo: 15 2 c
T(x,y) = (— 20, 200)1 + (@ X+ 200} {(X’ y) em em
65 35 65 T em °C
A B_
No vértice A, calcule 0 65 Xiem]

(a) A dirego de variagdo maxima da temperatura, em °C/mm;
(b) O gradiente de temperatura na direcdo do item anterior;
(¢) O gradiente de temperatura na direcdo da diagonal AC.

(respostas com trés significativos, e dngulos em graus e minutos)
Respostas: (a) a 31°46 com o eixox  (b) 10,9°C/em  (c) 10,8°C/cm

Y fem)
Ex. 27) A distribui¢do de temperatura na placa retangular ao lado € dada por A
5 (X,y) em cm 5
T(x,y)=-2x"y+10xy +4x +80
T em °C
Calcule a dire¢do da isoterma a 121,25° C que passa pelo centro da placa.
Resposta: 72° 15" com o eixo x positivo, no sentido anti-hordrio. 0 5 X[— ]
EX. 28) Um teto parabdélico, esquematizado abaixo, ¢ descrito pela equagdo:
Hem 70 X,y) em m
H(x.y) = ~10x% ~ 20y +10xy + 2y 4250 1Y)
4 H em cm

A orientagdo da estrutura é tal que o eixo y aponta para o Norte e o eixo x para o Leste.
Considere o ponto P(4; 3; 82,5) sobre essa superficie.

(a) No ponto P, qual a inclinagéo local da superficie na dire¢do Norte, em cm/m e em graus e
4 Y minutos?
(b) Qual a inclinag&o local na direg@o Leste, em cm/m e em graus e minutos?
(c) Qual a inclinagfo local em dire¢do ao topo T da estrutura, em cm/m e em graus e minutos?
(d) Qual a méaxima inclinag@o local, no ponto P, em cm/m e em graus e minutos?
X(m) (e) Qual a direcdo de inclinagdo maxima, no ponto P?
(f) Qual a diregdo da curva de nivel da estrutura que passa pelo ponto P?

(respostas com trés significativos, e dngulos em graus e minutos)

Respostas: (@) —50,0cm/m (26°34°) (b) —62,5cm/m (32°0°) (c) 77,5cm/m (37°47°) (d) 80,0cm/m (38°40°) (e) 38°40°SW (1) 51°20°SE ou NW

EX. 29) Considere o plano que passa pelos pontos A, B e C. As distancias horizontais estio em metros, e as alturas sdo medidas em
centimetros.
Z(cm) (a) Lembrando que a equagdo do plano pode ser escrita como z(X,y) = mx-+ny-+p, determine os

valores de m,ne p

(b) Qual a inclinagdo do plano na dire¢do x positiva, em cm/m e em graus e minutos?

(¢) Qual a inclinagdo do plano na dire¢do y positiva, em cm/m e em graus € minutos?

(d) Qual a declividade (maxima inclina¢&o) do plano, em cm/m e em graus € minutos?

(e) Para um observador que se encontra no ponto (2,3,30), qual a inclinagdo do plano, em graus e
minutos, em dire¢do a uma coluna fixada sobre o eixo z?

Y m)

Respostas: (@) m=-25; n=-40; p=200 (b) —25cm/m (14°2°) (c) —40cm/m (21°48°) (d) —47,2cm/m (25°15°) (e) 47,1cm/m (25°15°)

X(m)
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Ex. 30) O perfil do terreno de um campo de golfe é descrito, aproximadamente, por

2,

x &

Respostas: (a) —47" (b) 12" (c) 37°

—

2 2

Y 3Xy+3X—

X,y) emm
2(x,y) =200+ Y {( y)

ﬁ 160 W 4 Z em cm

O eixo y aponta para o Norte, e 0 eixo x para o Leste.

Obtenha, no ponto P(50; 60; 167,5),

Y (a) A inclinagdio do terreno, em minutos de grau, na diregdio Norte.

(b) A inclinagdo do terreno, em minutos de grau, na direcdo Leste.

(¢) A inclinagfo do terreno, em minutos de grau, em diregdo ao ponto P41(30; 20; 201,5).

PONTOS CRITICOS; MAXIMOS E MINIMOS LOCAIS

Ex. 31) Encontre ¢ estude o ponto critico da fungdo f(x.y) = x* — y* + xy — 4x + 3y +5..

Ex. 32) Determinar os pontos criticos de cada uma das fungdes abaixo, e classificar cada um deles.

(a) f(x) = 4xy* — 2x°y — x
(b) f(x) = x* —dxy +y’ + 4y
(c) f(x,y) = 2y> — 12xy + 3x* + 50

3
(d) f(x,y)=2x" +6xy+y7+15y

(e) fix,y) = x/2 + 2y = 24x — 6y + 20
(0 fix,y) = x* + 2xy* + 8xy + 10

(g) f(x,y) = x> + 2x%y* + 8xy — 12x + 10

[] méaximo local
[ ] indeterminado

[ ] minimo local
[] ponto de cela

Ex.31) Resposta

Ponto critico: ( 1, 2)

] minimo
[] indeterminado

[] maximo
cela

Ex. 32) (a) (0, %) e (0, -'4) ; ambos sdo pontos de cela
(b) (4,2) ¢ ponto de minimo local ~ (4/3 , 2/3) ¢ ponto de cela
(c) (0,0) e (-48,-24); ambos sdo pontos de cela
(d) (-3,2) ¢ ponto de cela (-15,10) ¢ minimo local
(e) (16,-1) ¢ ponto de cela (16,1) é minimo local
(f) (0,0) ¢ ponto de cela (4,-2) ¢ minimo local

RESPOSTAS

(g) (0,3/2) ¢ ponto de cela (-2,1) ¢ ponto de cela (2,-1) € minimo local
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