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1? Série de Exercicios : Infegracdo

O CALCULO DE AREAS

Area ¢ a medida de um espaco de duas dimensdes. O valor da area significa quantas vezes esse espago ¢
maior do que uma medida padrdo. Disso decorre que a drea de uma regifo retangular € simplesmente o
produto da medida dos lados (base x altura) :

Note que ndo é necessdrio que os lados tenham medidas inteiras. A drea de um
retdngulo de lados 1,34 e 2,59 é 3,4706. (é importante que voce reflita e se convenga
5 S=12x5=60 so1 claramente disto!). A situagdo fica um pouco mais complicada se alguma medida for
o irracional (por exemplo, \J2 ou 7, mas com um pouco mais de reflexdo voce se
12 1 convencerd de que as contas continuam vdlidas mesmo nesses casos.

E facil demonstrar que a area de um paralelogramo é também o produto de um de seus lados pela
distancia entre os outros dois (altura), e entdo que a area do triangulo é metade do produto entre a base ¢ a
altura. A 4area de uma figura plana com lados retos pode ser facilmente encontrada dividindo-a em
triangulos. Pode-se prontamente desenhar um tridngulo com a mesma area de uma figura plana qualquer
que tenha lados retos.

a

A area de uma regido que ndo é delimitada apenas por segmentos de reta deve ser encontrada por um
processo de limite: dividimos a figura em regides cada vez menores € mais numerosas, € o valor da area ¢
o limite da soma dessas pequenas areas quando o numero delas fica cada vez maior. Os computadores
calculam o valor da area de uma regido qualquer por aproximagdo, dividindo a figura em um numero
adequado de figuras menores com lados retos.

S=> A,

S= lim ) AS, =[dS
8550 o

(1V) A area delimitada pelo grafico de uma fung¢do conhecida pode ser encontrada usando o célculo diferencial,

como segue.

Seja S(x) a area sob o grafico da fun¢do f(x) a partir de um ponto de feo)
referéncia x¢ , até o ponto x. Se x aumenta de Ax, a area S(x) aumenta
de AS. Um valor aproximado de AS € a area do retangulo de lados Ax e
f(x), de modo que AS = (Ax).f(x). Supondo que o erro & dessa
aproximacdo tenda a zero quando Ax fica cada vez menor, no limite

Ax — 0 teremos $=f (x). A fungdo S(x) fica determinada pelas
X

relagdes:
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as _

d_ - (X) Dizemos que S(x) satisfaz um problema de valor inicial. S(x) satisfaz a equagdo
X diferencial S'(x) = f{x) e a condi¢do inicial S(xg) = 0.

S(x,)=0

Portanto, a derivada da fun¢do S(x) € a fun¢@o conhecida f(x). S(x) é chamada de primitiva de f(x).

EXEMPLO: Seja encontrar a area sob o grafico de f(x) = x° entre x=1 e x=3.

fo
Definindo S(x) a 4rea a partir de x=1 até x, teremos {dx
SH=0

3
Portanto, S(x)=X?+K, e o valor de K deve ser —1/3 para que

3

S(1)=0. Logo, S(x) =X?—% e S(3) =26/3 = 8,67. Note que a area

pedida ¢ aproximadamente 8,7 vezes a area do retangulo 1x1 marcado na figura, € ¢ menor que a area
do trapézio abcd, que vale 10.

(V) (o cdlculo de dreas como limites de somas infinitas) Para calcular a area S sob o grafico de uma fungdo
f(x) entre x=A e x=B, (1) dividimos S em um numero N de pequenas areas AS; ; (2) calculamos cada
pequena area de modo que o erro tenda a zero quando ela ficar cada vez menor, e (3) calculamos o limite
da soma das areas AS; a medida em que o nimero delas aumenta e cada uma fica cada vez menor. Esse
processo estd esquematizado abaixo quando dividimos o intervalo [A,B] por uma malha uniforme de

largura Ax = B-A .
N

. fe )
S=AS, +AS, +..+ASy =D _AS,
i=1

N-1
S = £(x).Ax +£(x)).AX + ...+ f(xy_).Ax = D (x,).Ax

i=1

N-1 B
S= lim Z £(x,).Ax = [ £(x).dx
(Noow) 1= A

Riemann desenvolveu um método que permite obter o valor da area mesmo em casos onde a fung¢éo f(x)
apresenta um numero finito de descontinuidades finitas (“saltos” finitos) no intervalo [A,B]; por esse
motivo, a integral usualmente empregada € chamada de “integral de Riemann”.

(V1) A éarea, como definida acima, tem sinal algébrico, uma vez W
que AS tem o mesmo sinal de f(x). Na figura ao lado, o \
grafico inferior representa o valor da area sob f(x) a partir do 0

ponto x = 0. Observe que f(x)= ? .
X

)
3

15 20 25 X
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O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

B
f(B)—f(A) = [ f(x)dx
A
= para calcular a integral de f(x), "basta" encontrar sua primitiva e calcular a variagdo desta entre os
extremos de integragdo.
Exercicio 1: Calcule a area sob o grafico de f(x) = x’entrex=2eXx = 5.

Algumas primitivas sdo faceis de encontrar, por exemplo:

N+1
IXNdX = X (N=-1) ;  para N=0 obtemos J-dX =X (6bvio!!!)
N+1
Il dx = 1n|x| Ie“"dx = Jsen(x)dx =—cos(x) Jcos(x)dx = sen(Xx)
X o

(as primitivas sdo definidas a menos de uma constante de integrag¢do)

PROPRIEDADES

B C C b a

I +j = I , €, portanto, If(x)dx = —I f(x)dx

A B A a b

J.[ocf(x) +Bgx)]dx = ocI fx)dx + BJ- g(x)dx (linearidade)

Exercicio 2: Calcule a 4rea sob o grafico das fung¢des no intervalo indicado. Quando a resposta ndo for um
numero comum, escreva-a com trés significativos.

(a) f(x)=2x-1 entrex=0ex=3 (b) f(x) = Xx*—3x+2 entrex=1ex =2
(¢) f(x) =50e ™ entrex=0ex =1 (d) h(t) = 10cos(nt/5) entrex=0e x =2
(e) v(t) = 20e " entret=0et=8 (f)w(x)zé entrex=1ex=2

X

(g) g(x)=+/x entrex=0ex=1

USO DE TABELAS

Encontrar a primitiva pode exigir uma boa dose de arte, técnica e esperteza matematica. Em um bom
nimero de casos importantes, nem sequer € possivel escrever a primitiva em termos de fungdes
elementares. As tabelas de integrais listam as primitivas conhecidas que sdo mais importantes.

a cos(bx) + bsen(bx) o
a’ +b?

Exercicio 3: Sabendo que Iea" cos(bx)dx =

encontre, com trés significativos,
(a) a area sob a fungdo f(t) = 20e _3tcos(37ct) entret=0et=1

(b) a area total sob a funcdo f(t) = 5¢ *"cos(10mt) parat>0 (entre t=0 e t—>0)
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Exercicio 4: Encontre a area sob f(t) = parat> 0 (entre t = 0 e t—>0), com trés significativos.

t* +20

m m+l-n

Dado (tabela): I X gx=—T2 (0 <m+1 <n)

o X" +a” (m+Dn
n.se
n
n/2

Exercicio 5: Calcule 20 Isens(t) dt com trés significativos, sabendo que
0

/2 /2
Isenzm (x)dx = I cos”™(x)dx =

0 0

135..2m-1)
2.4.6..(2m) 2

TECNICA DE INTEGRACAO POR MUDANCA DE VARIAVEL

Muitas integrais podem ser transformadas em outras mais simples através de uma mudanca
na variavel de integracgdo.

n/2
Exercicio 6: Calcule 1= |e*™ cos(x)dx com trés significativos, utilizando a transformacio u = sen(x).
————— 2

0

/4
Exercicio 7: Calcule I = I cos’ (2x)dx com trés significativos, fazendo u = 2X. (veja dado do Exercicio 5)
0

/2
Exercicio 8: Calcule I1=10 I sen’(x)cos (x) dx com trés significativos, utilizando a transformacéo u = sen(x).
0
/2

Exercicio 9: Calcule 1= I V1+ sen?x sen(2x) dx com trés significativos, fazendo u= 1 + sen’(x) e
0

lembrando que sen(2x) = 2sen(X)cos(x).

] A INTEGRAL DE 1/x
TECNICA DAS FRACOES PARCIAIS

Exercicio 10: Obtenha o valor das integrais abaixo com trés significativos:

5
X—-2

(a) ! dx (b) J;%dx

Exercicio 11: (a) Escreva f(x) = na forma f(x) = A +£1 (encontre A e B).
X X X-

(b) Encontre a area sob o grafico de f(x) entre x = 1,5 ¢ x = 2 com trés significativos.
(c) Encontre a area sob o grafico de f(x) entre x = 0,2 e x = 0,8 com trés significativos.
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(d) Encontre a area sob o grafico de f(x) entre x =—0,6 ¢ x =—0,2 com trés significativos.

-0,9
Exercicio 12: Calcule I de com trés significativos.
L X(X—D(x+2)

A TECNICA DE INTEGRACAO POR PARTES

Da regra de derivagdo do produto, podemos deduzir a seguinte igualdade:
Judv = uV—JVdu

Isto pode ser aplicado no calculo de integrais aonde o integrando ¢ um produto de duas fun¢des, uma das quais
tem uma derivada simples, € a outra tem uma primitiva simples. A idéia é transformar a integral em outra mais
facil.

1
Exercicio 13: Calcule I xe*dx , por partes, utilizando u=x e dv = e*dx.
0

Exercicio 14: Mostre que Iln(x)dx =xInx)—-x.

Primeiro aplique a transformagdo u = In(x), e em seguida a integra¢do por partes andloga ao exercicio 13.

n/3
Exercicio 15: Calcule Ixsen(x)dx , por partes, utilizando u = x e dv = sen(x)dx. (#rés significativos)
0

Exercicio 16: Calcule I t’e *'dt , aplicando a técnica de integragdo por partes duas vezes em seguida.
0

(trés significativos)

APLICACOES DO CALCULO INTEGRAL

. \ . . dx ) v
(VIl) Se x(t) representa a posi¢do de um movel, entdo sua velocidade ¢ V:E e a aceleragdo ¢ a:d—.

Portanto, dx = v.dt e dv =a.dt . A area sob o grafico de vxt € o deslocamento sofrido pelo movel e a area
sob o grafico de vxt é a mudanca de velocidade no intervalo considerado.

Exercicio 17: Um automédvel se desloca a partir do instante t = 0 de modo que sua velocidade v, em km/h,
varia com o tempo t em minutos de acordo com v = 4,8t(10-t). Qual a distancia total
percorrida nos primeiros dez minutos? (cuidado com as unidades !!!) - reposta com trés significativos —

d .
(VIII) Se ¢(t) é a vazdo de agua por um cano, entdo ¢ = d—? , onde g € a quantidade de 4gua que atravessa uma

secdo transversal do cano. A area sob o grafico de ¢xt € a quantidade total de dgua que passou pelo cano.

Exercicio 18: Uma bomba retira gasolina de um reservatério de modo que a vazdo aumenta com o tempo de
acordo com ¢ = kq/t . Qual o valor de k de modo que essa bomba esvazie um reservatorio de
3000 litros em cinco minutos? - reposta com dois significativos —
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dq

(1X) Se i(t) € a corrente elétrica através de um fio condutor, entdo i =a , onde q ¢ a quantidade de carga que

atravessa uma secdo transversal do fio. A area sob o grafico de ixt é a quantidade total de carga que
passou pelo fio.

Exercicio 19: Uma bateria ¢ carregada através de uma corrente elétrica que decai exponencialmente com o

—-t/15

tempo, de acordo com i(t)=2e™"~. A corrente ¢ dada em amperes (1A = 1C/s) e o tempo em

minutos. A bateria estara carregada apds a corrente ter praticamente zerado. Qual a quantidade
de carga na bateria quando estiver totalmente carregada? (cuidado com as unidades !!!)

(X) A densidade de um fio ndo-homogéneo varia com a posi¢do x. Se um trecho dx do fio tem massa dm,

entdo a densidade nesse local do fio ¢ A = C(li_m . A massa total do fio € a area sob o grafico de A(x).
X

Exercicio 20: Uma certa barra ndo-homogénea de comprimento L tem densidade maxima em seu ponto médio,

2N A DN

descrita por A(x)=k(L*/4—x”), onde x varia de —L/2 a +L/2 (o ponto médio da barra é
colocado na posi¢do x = 0, por conveniéncia).

(a) Qual o valor de k em fun¢do do comprimento L da barra e de sua massa total M ?

(b) Qual a posi¢do do centro de massa da metade direita dessa barra?
Sugestdo: divida a barra em pedacinhos Ax, cada um com massa Am, e calcule o centro de massa do conjunto.
Exprima o resultado na forma de um somatorio, e depois obtenha uma integral fazendo o limite Ax — 0.

RESPOSTAS

39

(2) 6 (b)—1/6 (c)21,6 (d)15.1 (e) 69.2 (f)3.47 (g)2/3
(a) 0,644 (b)0,0721

4,45

8,59

1,72

0,295

2,50

1,22

(a) 5In2=3,47 (b)—10In2 =—6,93

. (a) A=—2 B=2 (b) 0,811 (c) —5.55 (d) 1,62
. 5,01

1

. 0,342

. 1/4=0,250

. 13,3km

. 0,58 litros/s"™?

.1800 C

.(@k=6M/L> (b)3L/32 (¢
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