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ROTEIRO PARA ANALISE DE SERIES NUMERICAS INFINITAS
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Para que a série Zan =a,+a, +a,+... sejaconvergente, € necessario (mas ndo suficiente !) que
n=1

o termo geral tenda a zero, isto €, que lima, =0 .
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Exemplo 1 : a série —=—=+—+ > +... diverge, porque o termo geral tende a 1.
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Exemplo 2 : o termo geral da série S = zf =1+ Y + 3 +... tende a zero. Isto nfio ¢ suficiente para afirmar que S converge. (na verdade, S ¢ a
i=1 !
famosa série harmonica, que sabidamente diverge).
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Exemplo 3 : o termo geral da série P = Z ( 5 ) =1- 5 + 3 - Z +... tende a zero. Mas apenas essa informacédo néo permite concluir se P
n=1 n

converge ou diverge. (pode-se provar que P converge para In2).

Séries alternadas estritamente decrescentes (isto €, |, [<|a, | se i> j), convergem se o termo geral

tender a zero. Nesse caso, o erro de truncamento ¢ menor que o primeiro termo que foi
desprezado.
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Exemplo 4 : asérie P = Z = 1- 5 +—- Z +... converge, uma vez que ¢ alternada e o termo geral tende a zero.

n=

Seja Py a soma dos k primeiros termos de P. Temos:
11
P = 1—5 +§ =0,833... Como o quarto termo de P ¢ 1/4 = 0,25 , podemos afirmar que P =0,833... £0,25.
P;=0,75952... Como o oitavo termo de P é 1/8 = 0,125, podemos afirmar que P =0,7595... +0,125 .

As séries alternadas sdo bastante convenientes em problemas praticos de engenharia, uma vez que ¢ possivel calcular facilmente o erro de
truncamento.

A série § = Zl =1+ 1 +; +... € chamada de série harménica, e sabidamente diverge.
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(uma demonstrac¢do simples e instrutiva disso foi feita por Oresme na idade média)
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A série harmonica generalizada S, = Z; =1 +27 +37 +... converge se p > 1 e diverge se p < 1.
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Exemplo 5 : asérie Q= Z —= =1+—=+—=+... diverge, pois é uma série harmonica generalizada com p = %.
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Exemplo 6 : aséric R = z — =l+—+—+... converge, pois ¢ uma séric harmonica generalizada com p =2.

O valor de S, pode ser encontrado em tabelas ou através de algoritmos numéricos sofisticados.
Por exemplo, S; =%/6 e S; = 1,05179979026464499972...

Se p for um numero complexo, S, € conhecida como fungédo Zeta de Riemann, {(p).

(s o a .
A série geométrica a; +qa; +q°a; +... converge para —— se |q| < 1 e diverge se |q| > 1.
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Exemplo 7 : asérie S = Z? =1+ 5 + 1 +... converge para 2, pois ¢ uma série geométrica com razdo > .
i=0

Exemplo 8 : a série § = z ) =1- % + é +... converge para 0,75, pois ¢ uma série geométrica com razdo—1/3 .
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A soma de algumas séries envolvendo fragcdes pode ser encontrada pela técnica da expansdo em
fragdes parciais, ilustrada no exemplo abaixo.

Exemplo 9 : considere a séric S = z# l.,_i_,.i_,_
mn-1.(n+l) 13 24 3
n 12 12

Notando que

_— = , basta trabalhar com as somatérias ¢ indices para encontrar o valor de S :
(n-D.n+1) n-1 n+l

l1|& 1 o1 1 & 1 o1 1 1 3
N - R N G fl - D D G
{;n ,,Z;H-H} 2{,,:0n+1 ,,Z:;n-H} { 2 Z:; +1 ,,Z;H-H} 2{+2} 4

(O critério da razdo) Seja L =lim LY

n—>x
an

Se L < 1, a série € absolutamente convergente.
Se L > 1, a série € divergente.
Se L = 1, nada se pode afirmar.
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Exemplo 10 : Considere S = ”—:1+1+2+1+§+...

2" 2 8 32

(n+1)
2 1(n+1Y i Lo ner| 1 i

Teremos | —S—=—— - Entio [im[— =— , € portanto a s€rie converge.
a, n 2 n n>x q, 2

2n

O erro de truncamento de uma série convergente com termos positivos e decrescentes pode ser calculado pelo critério
da integral:

Se S = Z a, , usando a soma parcial Sy Z a, o erro cometido serd € = ‘S S ‘ < If(x)dx onde definimos
n=1l n=1

f(n) = a, valendo para todo n real.
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Exemplo 11 : Considere S= z =l+—+ 7 +... . Parasomar essa série com precisdo de 0,01, escolhemos N de modo que

2
n=l n 2

N

jizdx<o,01 - o0 = §>0,01 = N>100
N

)

Se nenhum dos critérios acima funcionar, é preciso empregar técnicas ou tabelas mais sofisticadas (veja por exemplo
os livros indicados abaixo, ou procure resultados na Internet ou, ainda, utilize programas profissionais de manipulagéo
matematica e calculo numérico). Séries infinitas ndo podem ser somadas no computador — que sempre fornece uma
soma parcial da série. Nesse caso, pode ser dificil estimar o erro de truncamento (uma soma parcial sempre da um
resultado finito, mesmo que a série ndo seja convergente). O ideal para problemas praticos € ter um resultado na
forma de uma série alternada, porque nesse caso o erro de truncamento pode ser calculado facilmente.
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