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Integracdo no plano € no espaco

1) A densidade da placa retangular abaixo, em cada ponto, é dada por p(X,y) = %(X +6)y’ [kg/m?].

Os eixos (x,y) estdo posicionados concéntricos e alinhados com a placa, e estdo no plano da mesma.

y

\ (a) Determine a massa total da placa, em kg.

(b) Qual a densidade média da placa, em kg/m??
X

—8m

—

(¢) Determine as coordenadas (x,y) do centro de massa dessa placa.

———

) 12m Resp.: (a) 200kg (b) 2,083kg/m> (c) (2,0)m
d /
2) Supondo a placa do ex.1 homogénea, com uma densidade de 2,0 kg/m? , obtenha seus momentos de inércia:
(a) Em torno do eixo x

(b) Em torno do eixo y
(c) Em torno do eixo z Resp.: (a) 1024 kg.m? (b) 2304 kg.m? (c) 3328 kg.m?

OBS: O momento de inércia de uma pequena massa, ao girar ao redor de um eixo y, é dado pelo produto dessa massa pelo
quadrado da distdancia dela ao eixo:
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O momento de inércia de um corpo extenso é a soma dos momentos de inércia de cada uma de suas partes.

3) Obter a massa total e a densidade média de cada uma das placas abaixo. Nas formulas, os valores dex ey
estdo em metros, e a densidade em kg/m?.,
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p(x,y)=5¢ ~ p(x.y)=3e>Xe Y

T Xm Y [m]
A

p(X.y) =Xy

0 2 Xm
Resp: (a) 150 kg ; 3,125 kg/m’ (b) 1,84 kg ; 3,68 kg/m? (c)6,58 kg ; 6,58 kg/m’ (d) 238,5 kg ; 17,89 kg/m? (e)6kg ; 1 kg/m?
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4) Calcule a massa de cada uma das placas abaixo, supondo que a sio homogéneas com densidade 1g/cm?.
(resposta com quatro significativos)

@

y = -x*+3x
s

(b) A Y [em]

X [em]

Resp : (a) 10,67g (b) 9,00g

5) A densidade em cada ponto da placa retangular abaixo é dada por:

yl\D
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- 5, |Xy) em cm
< p(x,y)=10"xy { Ko/em?
> p em kg/cm
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(a) Qual a massa total da placa, em kg?
(b) Qual a porcentagem da massa da placa que estd abaixo da diagonal AC ?
(correspondente a regido triangular ABC)

Resp.: (a) 162kg ; (b) 40%

6) A densidade em cada ponto da placa retangular abaixo é dada por:
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p(x,y)=10"(x" +y) {

(a) Qual a massa total da placa, em kg?
(b) Qual a porcentagem da massa da placa que esta abaixo da diagonal BD ?
(correspondente a regido triangular ABD)

7) Encontre a area da placa abaixo, que tem a sua borda descrita, em coordenadas polares, por

0

r=e 2"

T —
Resp.: S=—(-e
2

, remmetrose 0 < 0 <2m (radianos)

2y =1358

(X,y) em cm

p em kg/cm’

Resp: (a) 4,35kg (b) 25,2%

Y

O/

y=-x+3x+3
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8) Uma placa tem a sua borda descrita, em coordenadas polares, pela equagio:
y
r=20/n , 0<0<2n , 6 emradianos *

(a) Faca um esboco da placa,
utilizando as escalas polares fornecidas.

(b) Calcule a area dessa placa.

(c¢) Calcule o momento de inércia da mesma
(considerando a placa homogénea com densidade=1)

ao girar em torno do eixo z
(perpendicular ao plano da placa pela origem).

Resp: (a “ b) S=16n/3=168 (c).=12875
P

9) Uma placa tem a sua borda descrita, em coordenadas polares, pela equacéo:

y
r=2(1+sen’0) , 0<0<2n *

(a) Faga um esbogo da placa,
utilizando as escalas polares fornecidas.

(b) Calcule a area da placa.

DADO:

1.3.5..2m~1)
2.4.6..(2m)

21 21
J-cos2m (0)d6 = J‘sen2m (0)d6 =2n , param=123,...
0 0

Resp.: (a) (b) S=197/2 =298
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10) Repita a questdo anterior se a borda da placa € descrita, em coordenadas polares, pela equagéo:

r=4(1-cos'0) , 0<0<2n

Resp.: (a) (b) S=67r/8 =26,3

11) Determine o volume do s6lido ABCD, sabendo que a superficie curva ¢
descrita por z=16 — y2.

Resp.: 32

12) Calcule o volume da marquise, em m®.

2
A superficie parabdlica é dada por z = & 55) . (unidades em metros)

Resp.: 125/8

13) Calcule o volume do sélido delimitado pelos planos x=0, y=0, z
7z=0 e pela superficie z= 16-2y—x>.

Resp.: 2048/15 = 136,5333...
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14) Uma esfera de um metro de raio é preenchida de modo que sua densidade diminui com a altura relativa ao
solo (por exemplo, o material no seu interior ¢ compactado sob a agdo da gravidade). Utilizando o sistema
de coordenadas mostrado na figura, a densidade em cada ponto da esfera é escrita como:

Z

p=K(l-2)

- Determine o valor da constante K de modo que a massa total da
esfera seja 2Ton.

I solo

Resp.: K =3/2n

15) Repita o problema anterior no caso em que o solido seja apenas o hemisfério inferior de uma esfera de um
metro de raio. A densidade em cada ponto € escrita como antes:

‘1

p=K(l-2)

- Determine o valor da constante K de modo que a massa total do s6lido seja 2Ton.

Resp.: K =24/11nw

16) Demonstrar, utilizando integracéo tripla, que o volume do cone reto € igual a um tergco do produto de sua
altura pela area da base.

Sugestdo:

Utilize coordenadas cilindricas (p, ¢, z).
Desenhe o cone com vértice na origem (de "cabe¢a para baixo"), com o eixo coincidindo com o eixo z.

0<¢p<2m
O interior do cone serd entdo descrito como 0<z<H , onde H é a altura e R o raio da base.

R
0<p<—z
H

Integre nesse volume, lembrando que dV = p.dp.d¢.dz
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