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4% Série de Exercicios: Integracdo

O CALCULO DE AREAS

() Area é a medida de um espaco de duas dimensdesloQia area significa quantas vezes esse espaco €
maior do que uma medida padréo. Disso decorraduea de uma regido retangular é simplesmente o
produto da medida dos lados (basatura) :

Note que ndo é necesséario que os lados tenham asediteiras. A area de um
retangulo de lados 1,34 e 2,59 é 3,4706. (é inaymbetque voce reflita e se convenga
5 S=12x5=60 s=1 claramente disto!). A situacdo fica um pouco nwaisplicada se alguma medida for
|:|: irracional (por exemplo,n/2 ou 7, mas com um pouco mais de reflexdo voce se
12 1 convencera de que as contas continuam validas meesses casos.

() E facil demonstrar que a area de um paralelogranam®ém o produto de um de seus lados pela
distancia entre os outros dois (altura), e ent@agarea do triangulo € metade do produto entesa d a
altura. A area de uma figura plana com lados rptmde ser facilmente encontrada dividindo-a em

triangulos. Pode-se prontamente desenhar um tliduogm a mesma area de uma figura plana qualquel
gue tenha lados retos.

a

(1) A area de uma regido que ndo é delimitada aperrasegmentos de reta deve ser encontrada por un
processo de limite: dividimos a figura em regidadacvez menores e mais numerosas, e o valor d& area
o limite da soma dessas pequenas areas quandoearandeias fica cada vez maior. Os computadores
calculam o valor da area de uma regiao qualquemporximacao, dividindo a figura em um namero
adequado de figuras menores com lados retos.

SO> AS

| —» o

AS -0

S= lim > AS =[ds

(IV) A area delimitada pelo grafico de uma fun¢éo coitlaggode ser encontrada usando o calculo diferencia
como segue.

Seja S(x) a area sob o grafico da funcéo f(x) &érpde um ponto de F69)
referéncia ¥, até o ponto x. Se x aumenta/de a area S(x) aumenta
deAS. Um valor aproximado d&S € a area do retangulo de ladose
f(x), de modo que AS O (Ax).f(x). = Supondo que o erre dessa
aproximacéo tenda a zero quands fica cada vez menor, no limite

Ax - 0 teremosj—szf(x). A funcdo S(x) fica determinada pelas
X

relacoes:
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ds
—=f(x
™ (X)

S(x,) =0

Dizemos que S(x) satisfaz um problema de valoialni&(x) satisfaz a equacag
diferencial S"(x) = f(x) e a condig&o inicial g(x 0.

Portanto, a derivada da funcdo S(x) é a funcdoemmda f(x). S(x) € chamada de primitige f(x).

EXEMPLQ Seja encontrar a area sob o gréafico de f(xj entre x=1 e x=3.

fx \
d—S:X2 ) A
Definindo S(x) a area a partir de x=1 até X, teremalx : el
SO =0

3
Portanto,S(x):X?+K, e o0 valor de K deve ser -1/3 para que

3

S(1)=0. Logo,S(x) =X§—% e S(3) =26/318,67. Note que a area -

0 X X

pedida € aproximadamente 8,7 vezes a area do u&éhg. marcado na figura, e € menor que a area
do trapézio abcd, que vale 10.

(V) (o calculo de areas como limites de somas infihiRera calcular a area S sob o grafico de uma funcac
f(x) entre x=A e x=B, (1) dividimos S em um numéfode pequenas areds ; (2) calculamos cada
pequena area de modo que o erro tenda a zero gaknficar cada vez menor, e (3) calculamos o éimit
da soma das areAS a medida em que o numero delas aumenta e cadfiaamada vez menor. Esse

processo esta esquematizado abaixo quando dividimagervalo [A,B] por uma malha uniforme de

larguraAx =ﬂ.

f(x) |

-

S=AS +AS, +...+AS, =iAS

N-1
SOf (Xo) AX + f (%) AX + ...+ (X, ).AX =D f(X,).AX

i=1

N-1 B
S= lim Zf(xi).Ax :jf(x).dx
(N ) 1=1 A

Riemann desenvolveu um método que permite obtatar da area mesmo em casos onde a funcao f(x’
apresenta um numero finito de descontinuidadetaéin(f‘saltos” finitos) no intervalo [A,B]; por esse
motivo, a integral usualmente empregada é chamadiatégral de Riemann”.

(VI) A éarea, como definida acima, tem sinal algébrianawez w
gue AS tem o mesmo sinal de f(x). Na figura ao lado, o \
gréfico inferior representa o valor da area sob d(yartir do )

ds

dx

)
5

15 20 25 X

ponto x = 0. Observe quex) =

S(x)-S(0) 3+

© 2004-12 Mauricio Fabbri



O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

B
f(B)-f(A) =jf'(x)dx
A
= para calcular a integral de f(x), "basta" encargua primitiva e calcular a variagcao desta erdre o
extremos de integragao.
Exercicio I Calcule a area sob o gréfico de f(x)=entre x = 2 e x = 5.
Algumas primitivas séo faceis de encontrar, pongxe:

N+1
X

IXNdX = (N#-1) ;. para N=0 obtemo{dx =X (6bvio ")

N+1

I Lx= In[x| J'e“xdx _&7 I sen(x)dx = —cos) I cos(x)dx = ser(x)
X o

(as primitivas sé@o definidas a menos de govestante de integraggio

PROPRIEDADES

B C C

J. +J' :I , €, portanto,jzf(x)dx = _Ja'f(x)dx

j [af (x) +Bg(x)]dx = o j f (x)dx + P j g(x)dx (linearidade)

Exercicio 2 Calcule a area sob o grafico das fungbes no ieimdicado. Quando a resposta ndo for um
namero comum, escreva-a com trés significativos.

(@) f(x) =2x-1 entrex=0ex=3 (b) f(x) ZsBx+2 entrex=1e x =2
(c) f(x) =506 * entrex=0ex=1 (d) h(t) = 10coEb) entrex=0ex =2
(e) v(t) = 20e" entret=0et=8 B (x) -2 entrex=1lex=2

X

9) g(x):\/; entrex=0ex=1

USO DE TABELAS

Encontrar a primitiva pode exigir uma boa dose rtie, #&&cnica e esperteza matematica. Em um borr
namero de casos importantes, nem sequer € posssuetver a primitiva em termos de funcdes
elementares. As tabelas de integlaitam as primitivas conhecidas que sdo mais itaptes.

acogbx) + bsenbx) ,,
e
aZ + b2

Exercicio 3 Sabendo quej e cogbx)dx =

encontre, com trés significativos,
(a) a &rea sob a funcao f(t) = 28eos(3t) entret=0et=1
(b) a area total sob a funcao f(t) =8¥&os(10t) parat>0 (entret=0 e ko)
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Exercicio 4 Encontre a area sdift) =

420 parat> 0 (entre t = 0 eso0), com trés significativos.

g m m+1-n
Dado (tabela): j X dx= ma (0 < m+1 <n)
0

x"+3a" m+ 1)1
a rse ( )
n
/2

Exercicio 5 Calcule 20jser?(t) dt com trés significativos, sabendo que
0

/2

/2
J'serfm(x) dx = j cos™ (x) dx = L35 @-H T
0 0

246..2m) 2

TECNICA DE INTEGRACAO POR MUDANCA DE VARIAVEL

Muitas integrais podem ser transformadas em outeas simples através de uma mudanca
na variavel de integracgéo.

/2

Exercicio 6 Calculel = J' €*™cos(x) dx com trés significativos, utilizando a transformacé= sen(x).
0

/4
Exercicio 7 Calculel = J' cos' (2x)dx com trés significativos, fazendo u = 2xeja dado do Exercicio 5)
0

/2
Exercicio 8 Calculel =10J'ser?(x) cos(x) dx com trés significativos, utilizando a transformagé= sen(x).
0

/2

Exercicio 9 Calculel = J' V1+ serf xsen2x) dx com trés significativos, fazendo u = 1 +§gh e
0

lembrando que sen(2x) = 2sen(x)cos(x).

~ AINTEGRAL DE 1/x
TECNICA DAS FRAGOES PARCIAIS

Exercicio 10 Obtenha o valor das integrais abaixo com trésfiigtivos:

4 -6
@ | O dx (b) | 10 4
3 X—2 S X+5

Exercicio 11 (a) Escrevd (x) = ( 2 na formaf (x) :A+i:L (encontre A e B).
X(X = X X-

(b) Encontre a area sob o grafico de f(x) entre x ==1x5 2 com trés significativos.
(c) Encontre a area sob o grafico de f(x) entre x =e(2= 0,8 com trés significativos.

(d) Encontre a area sob o grafico de f(x) entre x 6 €0 = —-0,2 com trés significativos.
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-0,9
Exercicio 12 Calcule 1—de com trés significativos.
e X(X=D(x+2)

A TECNICA DE INTEGRACAO POR PARTES

Da regra de derivagéo do produto, podemos dedissgainte igualdade:
J'udvz uv—jvdu

Isto pode ser aplicado no calculo de integrais aanshtegrando € um produto de duas funcdes, usgukas
tem uma derivada simples, e a outra tem uma pviangimples. A idéia é transformar a integral erfmaomais
facil.

1
Exercicio 13 CalcuIeJ'xede , por partes, utilizando u = x e dv *de.
0

Exercicio 14 Mostre quej In(x)dx =xIn(x) —x.

Primeiro aplique a transformacéo u = In(x), e engsigla a integracao por partes analoga ao exerck3o

/3
Exercicio 15 Calcule J'xser(x)dx , por partes, utilizando u = x e dv = g@@X. (trés significativos)
0

Exercicio 16 Calcule J' t’e”?'dt , aplicando a técnica de integrag&o por partas dezes em seguida.
0

(trés significativos)

APLICACOES DO CALCULO INTEGRAL

- . ~ . . dx ~ . _ Qv
(VII) Se x(t) representa a posicdao de um movel, entdovslogidade evza e a aceleragao aza.

Portanto, dx = v.dt e dv = a.dt . A area sob diggale wt é o deslocamento sofrido pelo movel e a area
sob o grafico dext € a mudanca de velocidade no intervalo considerad

Exercicio 17 Um automovel se desloca a partir do instante tde 0nodo que sua velocidade v, em km/h,
varia com o tempo t em minutos de acordo com v 8t(#)-t). Qual a distancia total
percorrida nos primeiros dez minutogdidado com as unidades !!'yeposta com trés significativos —

(VIII) Seq(t) é a vazao de agua por um cano, erqlée(i'—? , onde g é a quantidade de agua que atravessa uma

secao transversal do cano. A area sob o grafigxtd®a quantidade total de agua que passou pelo cano

Exercicio 18 Uma bomba retira gasolina de um reservatorio déongue a vazao aumenta com o tempo de

acordo com@= kvt . Qual o valor de k de modo que essa bomba esuazieservatorio de
3000 litros em cinco minutosTeposta com dois significativos —

(IX) Se i(t) € a corrente elétrica através de um fiadator, entaa =% , onde g é a quantidade de carga que

atravessa uma secao transversal do fio. A area gpiafico de *t € a quantidade total de carga que
passou pelo fio.
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Exercicio 19 Uma bateria é carregada através de uma corregtrecalque decai exponencialmente com o
tempo, de acordo corift) = 227**. A corrente é dada em ampéres (1A = 1C/s) e pdesm

minutos. A bateria estara carregada apds a certenpraticamente zerado. Qual a quantidade
de carga na bateria quando estiver totalmentegaata®(cuidado com as unidades !!!)

(X) A densidade de um fio ndo-homogéneo varia com ggmx. Se um trecho dx do fio tem massa dm,

~ . L .dm . e
entdo a densidade nesse local do fid e(:j—. A massa total do fio € a area sob o grafica(ee
X

Exercicio 20 Uma certa barra ndo-homogénea de comprimento ldersidade maxima em seu ponto médio,
descrita porA(x) =k(L*/4- % ) onde x varia de —L/2 a +L/2 (0o ponto médio dardoa¥
colocado na posicdo x = 0, por conveniéncia).

(a) Qual o valor de k em fung&o do comprimento L dasarde sua massa total M ?

(b) Qual a posicéo do centro de massa da metade diesta barra?
Sugestédo: divida a barra em pedacinkbs cada um com masgin, e calcule o centro de massa do conjunto.
Exprima o resultado na forma de um somatdrio, eotepbtenha uma integral fazendo o limibe — 0.

RESPOSTAS

. 39

(@) 6 (b)-1/6 (c) 21,6 (d) 15,1 (e) 69,2387 (g) 2/3
(a) 0,644 (b) 0,0721

4,45

8,59

1,72

0,295

2,50

. 1,22

10. (a) 5In2 =3,47 (b)-10In2 = 6,93

11. (@) A=—2 B=2 (b) 0,811 (c) -5,55 (d) 1,62
12. 5,01

13. 1

15.0,342

16. 1/4 = 0,250

17.13,3km

18.0,58 litros/$°

19.1800 C

20.(a) k =6M/> (b) 3L/32 ()
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