MODELOS MATEMATICOS

(Cap.2 do Dorf & Bishop)

OBJETIVO Escrever as equacdes que relacionam entre si as
variaveis de interesse

Sistemas mecanicos: relacao entre forcas (aceleragcdes), torques,
velocidades, deslocamentos, ...

Sistemas elétricos: relagcao entre correntes, tensdes, cargas,
campos, ...

Sistemas térmicos: relacao entre temperaturas e fluxos de calor,

Sistemas hidraulicos: relacdo entre pressdes, velocidades, fluxos
de escoamento, ...

Sistemas com transporte de massa: relacao entre concentracoes,
fluxos de massa, ...

Para todo tipo de sistema, pode-se definir a energia
armazenada em cada modo (mecanico, elétrico, termico, ...) e
usar o principio da conservacao da energia para equacionar a
troca de energia entre os varios modos.



0OS COMPONENTES MECANICOS BASICOS

Mola de tracao v ”
2
se a massa for desprezivel, UK
teremos Fi=-F,=F X, X, >

se a mola estiver no regime elastico, F = —-K(x; — xo— L)
(L € o comprimento de equilibrio)

abreviadamente, F = —K.(Xqo—L) = K.(X21+L) (relagéo forca-deslocamento)

% — szl (relagdo forga-velocidade)
Massa: inércia de translacao v -
d’x M [—
F=Ma F=M%2 F=M<] - >~
dt dt X
Massa: inércia de rotacao
T
D>
A aceleracao angular € igual ao torque e
aplicado ) 7@
do do d’0 |
=] — w0 =—— T= J—z
dt dt dt |
J = momento de inércia do tambor
Atrito viscoso ,1—|—»';’1 N v Y,
|—|—> - -F‘_O._IEIL_O_’F

F., = forca de atrito viscoso que 2 faz em 1
Fi,=-F5 =F (acao e reacao)
Definicao de atrito viscoso. F = —A(v1 —V3) = —A.Vqo
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O SISTEMA MASSA-MOLA COM AMORTECIMENTO

] frola ¢
atritc
Supondo que o ponto de equilibrio é x =0, ¢ y
teremos M
dx [ i
1:mola = —KX 1:atrito = —A— F
dt -
dx d°x Y
>F=ma = F-A—-Kx=M—
dt dt
d°x . dx
M e + A pm +kx =F relacso entre deslocamento e forca externa

M d_V L av+k J-V.dt — F relagéo entre velocidade e forga externa
dt

OS COMPONENTES ELETRICOS BASICOS

1 R N v .
b , INDUTOR iy
1 4
\/ -q__é . L v
v b=-L.2
RESISTOR CAPACITOR (fluxo magnético)
v=R.1 q=C.v V= _Ccll—(‘I[) (indugéo)
(lei de Ohm) i—cdv di
dt v=L—
dt
C = capacitancia L = indutancia

[C]=F (Farad) no SI  [L] =H (Henry no SI)



O CIRCUITORLC

I=igr +i. +ic V()
e w® ] E e
1=—+1, +C— |

R dt
dv 1 | .
C—+—v+— J-V.d'[ =1
dt R L ) ) ,
relacao entre a tensio de saida e
d2V 1 dv 1 di 2 corrente de entrada
5 + +—V=—
dt R dt L dt
Forca e corrente F o |
NOTE A ANALOGIA Velocidade e voltagem V<V
MECANICO-ELETRICA Massa e capacitancia M« C
Atrito e resisténcia L < 1/R
Forca elastica e indutancia K< 1/L
EXERCICIO 7: Considere o circuito RLC série RS
ao lado como um sistema onde a entrada
¢ a voltagem externa v(t) e a saida é a YO/ |,
corrente i(t). C) L

(a) Escreva a equagdo diferencial para i(1). ||
(b) Estabeleca a analogia eletro-mecanica ¢
hesse caso comparando com a equagdo diferencial para o sistema

massa-mola.



USANDO A TRANSFORMADA DE LAPLACE

— No dominio do tempo, analisamos o comportamento dos sistemas usando
grdficos de fungdes versus tempo.

— No dominio da fregiiéncia, analisamos o comportamento dos sistemas
verificando a posicdo dos pélos e zeros das transformadas de Laplace no plano

complexo.
] DOMINIO DO TEMPO DOMINIO DA
FUNCAO FREQUENCIA Fenomeno
equagdo representacdo | transformada | diagrama de que
grdfica de Laplace | polos e zeros | descreve
£® "
Degrau t parat>0 1 i
= f(1) = o F(S) = Sln_al constante
unitario ( {O para t<0 S of Re :ﬂliaj(())
0 t
Ji0] n
Varredura
M u £(t) = t parat>0 F(s)=— I
0 para t<0 S ’ * Aumento linear
0 t
fo
Decaimento e ™ parat>0 w 1
1 f(t)= F(S) = Relaxagio
exponencial | £(t) {O parat <0 S+aL oaasto
tempo = l/a.
0 t
f®
sen(ot) parat>0 A /\ /\ ) Oscilagio
1 3 f(t)= F(S) - armdonica
Osc11i19go (t) {0 parat<0 s +0° ?reqiiénciaf
harmonica \/ \/ \/ \/ t (f= o/2m)
RESUMO DAS TRANSFORMADAS BASICAS E DAS PROPRIEDADES
Transformadas Propriedades
f(t) F(s) f(t) F(s)
1
1 - f(t) + 2t F(S) + G(S)
S
1 TEOREMA
t - AA(t) AF(S) DO VALOR INICIAL
s
eu | — UE (D) Fs+ ) £(0) = lim sF(s)
s+a
o dF
sen(ot tf(t -
@) 5 — ® <
S " 1 dUF TEOREMA
t t1(t -1
cos(ot) 2ol () (-1 40 DO VALOR FINAL
df :
S(t) 1 m sF(s) — f(0) f(o0) = ligo sF(s)
2
% s*F(s) — sf(0) — £'(0)
dt




No dominio do tempo:

ENTRADA 5 SAIDA
dr +A dr +Br =e(t >
e(t) a e et r(t)

v

CONDICOES
INICIAIS
r(0)
r’(0)

Usando a transformada de Laplace:
s’R —sr(0) - r(0) + A[sR - r(0)] + BR=E
(s + As + B)R — (s+A)r(0) —r(0) = E

E (s+ A)r(0)+1'(0)
R =— + >
s°"+As+B s“+As+B

No dominio da freqiiéncia:

0 :
s*+As+B

_|_
0
O A -

" Tr’(O)

v

v

s + As + B é chamada de equacao caracteristica do sistema.




A FUNCAO DE TRANSFERENCIA

Se as condicbes iniciais sao nulas, a relacao saida-entrada &
simplesmente

E(s) —| G(s) — R(s)

G(s) € a funcao de transferéncia do sistema.

RESOLUCAO DA EQUACAOQ DIFERENCIAL f~ +af +bf=g

forma geral : " +af’+bf =g(t) , onde a e b sdo constantes

g(t) € uma fungdo conhecida (chamada de "fungdo forgante”,
porque, na prdtica, corresponde a uma excitagdo imposta
externamente ao sistema em estudo).

(I) DEFINICOES

— Uma fungdo h(t) que satisfaz a equagdo diferencial é chamada de
solu¢cdo particular da e.d.

— O conjunto de todas as solugdes da e.d. é chamado de solug¢do
geral da mesma.

—~Aed. f"+af'+bf =0 é chamada de "homogénea associada” a e.d.
f"+af’+bf =g(t)
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(IT) TEOREMA: A solugdo geral da e.d. f"+af'+bf =g(t) é a soma

de uma solugdo particular com a solugdo geral da sua
homogénea associada:  f(t) = fp(t) + fu(t)

Exemplo: A fungdo f,(t) = 2+° - 2t + 1 é uma solugdo particular
daed f"+5f +6f=12t>+8t.
A solugdo geral da homogénea associada f"+5f'+6f=0 ¢
f (t)=Ae™ +Be™"
A solugdo geral da ed. f"+5f+6f=12t"+8t ¢

f(t)=Ae™ +Be”" +2t°-2t+1 onde A e B sdo constantes
quaisquer.

A solugdo particular também € conhecida como ‘resposta forgada’,
porque é a parte da solugdo causada pela fungdo forgante g(t).

A solugdo da homogénea associada é conhecida como ‘resposta
natural”, porque é a parte da solugdo que corresponde ao
comportamento intrinseco do sistema descrito pela e.d..

Quando a solugdo da homogénea decai com o tempo, ela é chamada
de ‘"solugcdo transiente”, e a solugdo particular de ‘solugdo de
regime”.

(IIT) Solugdo geral da e.d. homogénea f"+af’+bf =0 :

1. Encontre as raizes da equagdo caracteristica x* + ax + b = O;
2.Se as raizes forem o e 3, distintas e reais, a solugdo geral pode

ser escrita como Ae™ +Be”

3.Se araiz for dupla = o , a solugdo geral é (A +Bt)e™
4.Se as raizes forem complexas conjugadas = o £ jB, a solugdo

geral pode ser escrita como Me™ cos(Bt+d) ou como
e™[A cos(Bt)+Bsen(Bt)]. A, B, M e ¢ sdo constantes arbitrdrias.



(IV) Solugdo particular

Ndo ha uma técnica que funcione sempre para encontrar uma
solugdo particular. Em alguns casos, a solugdo particular é
dbvia. Na maioria dos casos de interesse pratico, tenta-se
uma combinagdo linear entre g(1) e suas derivadas.

Exemplo: Considere ae.d. f"+5f"+6f =12t + 8t
A fungdo forgante g(t) e suas derivadas tem a forma
geral Pt”+ Qt+ R. Substituindo essa fungdo na ed.,
encontramos P =2, Q= -2 ¢ R = 1. Logo, uma solugdo

particular é 2t* — 2t + 1.

EXERCICIO 8: Para cada circuito elétrico abaixo, obtenha a equagdo diferencial que
relaciona a saida Vo(t) (em aberto) com a entrada Vi(t). Estabeleca também
as condigdes iniciais necessdrias. Suponha que, no instante inicial + = O, ndo
haja qualquer energia armazenada nos circuitos, e que os amplificadores

operacionais sdo ideais.

<
RN
-
\/<{
<
=
PN
-

V;®
(a) (b) <
e =
Vi) Vo)
L R R
| S
[ \J D—I I
(C) Vi(t)< A— o
ot
d*v, Ldvg vy 1 dyy P Vy Ve
dVO R dVi dt? RC dt LC RC dt Vo +E+E_Vi dv, v RC

Resp:@ gt "LV gt (m7Ve(0)=0 (© 1v,(0)=v,(0)

vo(0)=v;(0) vy(0)=v,(0)/RC vy (0)=v;(0)=v,(0)/RC

dt
v, (0)=0

v, =-RC

v
dt

vy(0) = —RCY, (0)
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EXERCICIO 9: Suponha, no exercicio anterior, que R = 4Q, L = 2H e C = 0,5F.

Encontre o sinal vo(t) quando a entrada for um degrau de amplitude 10. Se o

sistema for amortecido, encontre a constante de tempo 1 e, se a resposta for
oscilatéria, encontre freqiiéncia de oscilagdo o.

Resp.: (@) vy()=10e; 7 =05 (B) v,(1)=516e"""sen(0,971),; 7 =4; @ = 0,97

(0) Vo) =103 cos(0.97t+14°) ¢ =4 0= 0,97 (d) vo(t) =5t (&) vo() =0

EXERCICIO 10: Encontre a funcdo de transferéncia de cada um dos circuitos do
exercicio 8 (suponha que as condigdes iniciais sdo nulas).

s/RC s

Resp.: (a) G(s) = [ ke AR /s N € 1€°) T P —
P () G) s*+s/RC+1/LC @ G6) s*+s/RC+1/LC

) G(s) = (@ G(s) = R‘—Cls () G(s) = ~RCs

s+R/L

EXERCICIO 11: Encontre a funcdo de transferéncia de cada um dos circuitos do
exercicio 8, usando as transformadas de cada elemento e resolvendo os
circuitos diretamente.

s I(s)
I(s) R 1t:) ¢ Vis) l Vis)
— 1 —- A =
%) sC sL

EXERCICIOS DO DORF & BISHOP:

E2.4 Uma impressora a laser utiliza um feixe de laser para imprimir c6-
pias rapidamente para um computador. O laser & posicionado por um
sinal de controle de entrada r(#) de modo que se tenha

4(s + 50) -
2+ 305 + 200

A entrada r(f) representa a posicio desejada do feixe de laser.
(a) Se 7(#) ¢ uma entrada degrau unitdrio, determine a saida y(#).
{(b) Qual € o valor final de y(£)?

Y(s) =

Resposta: (a) y(t) = 1 + 0,672 — 1,6e71% (b) y,, = 1

E2.25 Determine a fungdo de transferéncia X,(s)/F(s) para o sistema
mostrado na Figura E2.25. Ambas as massas deslizam sobre uma su-
perficie sem atrito ¢ &k = 1 N/m.

k
P —l L AN AN AT

1 ke 1ke

FIGURA E2.25 Duas massas conectadas em uma superficie sem atrito.

M B
esposta: 55 s

E2.21 A velocidade angular w do satélite mostrado na Figura E2.21 €
ajustada mudando-se o comprimento da barra L. A fungdo de transfe-
réncia entre w(s) e a variacio incremental do comprimento da barra
AL(s) é
wlsa 2505 2)
AL() (s + 5)(s + 1

A variagéiio de comprimento da barra € AL(s) = 1/(4s). Determine a res-
posta de velocidade w(f).

ool

i 5 s St
Resposta: w(t) = eRdtis mez' T el :

%1

FIGURA E2.21 Satélite com velocidade angular ajustavel.



