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3" Série de Exercicios

MATRIZES

Uma matriz de dimensdes mx n é um conjunto ordenado de mn elementos, dispostos em uma grade retangular
de m linhas e » colunas.

NOTACAO: a; ¢ o elemento da matriz A que esta na linha i e na coluna j

a’ll a'12 a'13 o aln

a'21 a'22 a23 oot a'2n
A=

a'ml a’mZ a’m3 a'mn

Uma matriz numérica ¢ aquela cujos elementos sdo numeros. Em problemas de computag¢do ou de
algebra simbolica, ou na organizagdo de planilhas, matrizes ndo-numéricas sdo utilizadas para
armazenar qualquer tipo de informacdo. Trataremos neste curso apenas de matrizes numeéricas.

e Sem =n,amatriz € quadrada. » ¢ a ordem, ou a dimensdo, da matriz.
e Uma matriz de uma s6 linha, isto €, de dimensdes / x n , ¢ uma matriz linha.
¢ Uma matriz de uma so coluna (dimensdes m x /) € uma matriz coluna.

. , . t t . .
e A transposta de uma matrizmxn A é a matrix nxm A tal que (a)ji =a;, paral <i<m, 1<j<n
. ;. s, . . . . / t
e Uma matriz quadrada A nxn ¢ simétrica se a;j = aji, para l <1 <nel<j<n,isto¢, A =A
. , .. s . . . / 1
e Uma matriz quadrada A nxn ¢ anti-simétrica se a;; = -aji, para | <1 <nel<j<n, isto ¢, A" =-A
e . R , . t
Exercicio 1: (a) Escreva a matriz quadrada A de ordem 4 tal que a;j = 1+j . Escreva também a matriz A" .

(b) Escreva a matriz quadrada B de ordem 4 tal que b; = i-j . Escreva também a matriz B".

4
(¢) Calcule as somas S, = Za paraj=1,2 3¢4

i=1

ij >

parai=1,2 3 ¢4

ij

4
(d) Calcule as somas C, = Zb
j=1

4
(e) Calcule a soma P,, = Z:elzkbk3

k=1

1
3
Exercicio2: Se A=| 2| e B=(-2 -3 4), (a)calcule S= Z:aﬂbli (b) Escreva as matrizes A' e B'
0 i=1
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IGUALDADE

Duas matrizes sdo iguais se e soO se elas tem as mesmas dimensdes
e 0s mesmos elementos nas mesmas posi¢des.

MULTIPLICACAO POR ESCALAR

Se C ¢ uma matriz mx n € A um nimero (escalar), entdo

B=AC < bj=2a;,1<i<m ,1<j<n

ADICAO E SUBTRACAO

Sendo A e B matrizes mxn ,
C=A+B < cij=aij+bij,l£i£m
C=A-B < cij=aij-bij,l£i£m

1<j<n

Exercicio 3: Sendo A e B as matrizes definidas no exercicio 1, encontre as matrizesC=A+B , D=A-B e
E=2A-3B.

Exercicio 4: Encontre x e y tais que:

L i S N B NI MR S B RS RN

ALGUMA MATRIZES ESPECIAIS

Uma matriz quadrada A ¢ diagonal quando a;; = 0 para 1 # ]

A matriz identidade de ordem » , denotada por I,,, ¢ uma matriz diagonal onde todos os elementos da
diagonal sdo iguais a 1.

1 -1 2
Exercicio 5: Sendo A=|0 2 1|, encontre a matriz X tal que:
1 -1 4
(a)A+X=213 (b)A—X:213
2 se i=]
Exercicio 6: (uma matriz tridiagonal) Escreva a matriz B, 5 x5 , tal que b, =<-1 se [i-j|=1

0 se i#jouli-jll
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Exercicio 7: (matriz de permutagdo) Dada uma seqiiéncia de N objetos em uma dada ordem, uma permutagao
dessa seqiiéncia ¢ obtida escrevendo esses mesmos objetos em uma outra ordem. Por exemplo:

As permutacdes possiveis da seqiiéncia {vermelho, verde, azul, preto} sdo:

Py = {vermelho, verde, azul, preto}
Py = {vermelho, verde, preto, azul}
P, = {vermelho, azul, verde, preto}
P3; = {vermelho, azul, preto, verde} ... etc

E facil mostrar que o namero de permutacdes possiveis entre N objetos é N1 = N(N-1)(N-2)...1
(existem exatamente 24 permutagdes entre os 4 objetos acima, verifique !)

Cada permutacdo de N objetos pode ser representada por uma matriz, da seguinte maneira:

- Tome N objetos e N posi¢des. Numere os objetos de 1 a N; isto vai definir uma seqiiéncia inicial de
objetos ocupando cada um uma das N posigdes;

- uma permutagdo desses objetos € uma configuragdo desses N objetos ocupando, cada um, um dos N
lugares possiveis. Cada uma das configuracdes possiveis pode ser representada por uma

) 1 se oobjetoiocupa olugar j _ _
matriz P, N x N, onde Py = 0 o (note que as linhas correspondem aos objetos,
caso contrario

e as colunas correspondem das posigdes)

Por exemplo, seja {vermelho, verde, azul, preto} a seqiiéncia inicial.

1 0 0 0

, o100

Entdo a permutagdo {vermelho, verde, preto, azul} sera representada pela matriz 00 0 1
0 010

Note que uma matriz de permutag@o tera exatamente um elemento '1” em cada coluna ou linha.

(a) escreva a matriz permutagdo correspondente a
{vermelho, verde, azul, preto} — {vermelho, preto, azul, verde}

(b) escreva a matriz permutagio correspondente a
{vermelho, verde, azul, preto} — {vermelho, verde, azul, preto}

(c) escreva a matriz permutagdo correspondente a {<a " BOE"} > ("B KOa}

Exercicio 8: (matrizes de grafos) Um grafo é um arranjo de pontos conectados entre si por segmentos. Essas
conexdes podem ser representadas por uma matriz G (chamada de matriz de incidéncia), de modo que
gii = 1 se os pontos 1 e j estdo conectados; caso contrario gjj =0. A convengdo mais comum ¢ de que o
ponto 1 ndo esteja conectado consigo mesmo, ou seja, gii = 0.

Por exemplo, para o grafo teremos G =

- O O = O
O O O O =
o = O O O
—_— O = O O
S = O O =
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N
(a) O que significam as somas dos elementos de cada linhade G, L, = Z g ?
i=1

N
(b) O que significam as somas dos elementos de cada colunade G, C; = Zgii ?
i=1

(c) Escreva as matrizes de incidéncia dos seguintes grafos:

2 1 2

MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Se o numero de colunas da matriz A € igual ao nimero de linhas da matriz B, isto é:

A é uma matriz m xn
B ¢ uma matriz n xp

definimos o produto de AB como sendo a matriz C , m x p , tal que ¢; = Z:aikbkj
k=1

Ou seja, o elemento c;j de C € obtido multiplicando os termos da linha i de A com os termos
correspondentes da coluna j de B.
-1

1 -2 5
Por exemplo, se C=AB, com A= (O ; 2} e B=|4 0 [, entdo o elemento ¢, sera:
2

G2 [

|
L

; 3—-8+10 —-1+0-10 5 —11
O resultado final sera C= -
0+12+4 0+0—4 16 —4

~1
0 J: ci2 = (1)(-1) + (-2)(0) + (5)(-2) =-1 +0-10 =-11
-2

PROPRIEDADES DO PRODUTO

1. O produto de matrizes ndo € comutativo, isto €, em geral, AB = BA
2. Dizemos que as matrizes A e B comutam quando AB = BA (este é um caso bastante especial)

3. O produto € associativo, isto €, (AB)C = A(BC) (respeitando a ordem)
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4. O produto ¢ distributivo, isto ¢, A(B+ C)=AB + AC
5. (AB)' = B'A' (note a ordem dos fatores!)

6. A matriz identidade I de ordem » € tal que AI = A , para qualquer matriz A m xn , e IB=B para
qualquer matriz Bn xp . Se C ¢ uma matriz quadrada de ordem » , entdo CI=1C=C .

1 1 1 1
Exercicio 9: Sendo A = (O J e B= (1 Oj encontre as matrizes C=AB ,D=BA e R=AB -BA

y e . 3 . . ;.
Exercicio 10: Encontre as matrizes AZ e A” | sendo A a matriz definida no exercicio 9.

Exercicio 11: Encontre a matriz AA", onde A é a matriz definida no exercicio 9.

Exercicio 12: Um vetor no espago cartesiano tem trés coordenadas, e pode ser representado por uma matriz
linha, por exemplo, V = (1, -2, 3) . O produto escalar entre dois vetores A e B ¢ definido como
A-B

VIA (B

Dados os vetores A = (1, 0, -3) e B=(-1, 2, 3) encontre ||A||,|B|| , A-B eoanguloentre AeB .

A-B=AB' ,eanormadeumvetorV ¢ ||[V|=V-V. O anguloentre AeB & cos’'

2 1 X 0
Exercicio 13: Encontre x e y de modo que AX=B , onde A = (1 J , X :( j e B= (3}
- y

Exercicio 14: (a) Encontre duas matrizes quadradas A e B de ordem 2 tais que AB = 0, mas nenhuma delas ¢
a matriz 0 (a matriz 0 tem todos os elementos iguais a zero).

(b) Se AB=AC, podemos afirmar que as matrizes B e C sdo iguais? Exemplifique.

I 1 3 0
Exercicio 15 Encontre a matriz X tal que (1 2JX = (O 2}

Exercicio 16 Definindo um sistema de eixos cartesianos x e y no plano, cada ponto P do plano pode ser

X .

j, contendo as coordenadas desse ponto (essa matriz € o vetor
y

de coordenadas do ponto). Se multiplicarmos esse vetor por uma matriz numérica quadrada T, 2x2 ,
obtemos as coordenadas de um novo ponto P ( P"=TP ). A matriz T define uma transformacdo linear
no plano, ou mapeamento linear; a idéia ¢ que cada ponto P ¢ mapeado para o ponto P’ pela
transformag@o T. O ponto P’ € chamado de imagem de P gerada pela transformagéo T .

representado por uma matriz coluna P = (

YA Y

7

p

T

><"
!
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0 1 -1 0
(a) Encontre as imagens dos pontos p, :(Oj » P :(J > Ps Z( 1 j e Py :( 2} geradas pela

1 1
transformagdo T = (O J

2 0
(b) (dilatagdo) Qual o efeito da mapeamento T = (O 2} quando aplicado aos pontos de uma figura no

plano?
~ . -1 0
(c) (reflexdo) Qual o efeito de T :( 0 lj ? Ay
2]
N 0 : < 0 -1 -
(d) (rotagdo de 90°) Aplique a transformagdo T:(1 Oj aos vértices do c
;]
tridngulo ABC da figura ao lado. O que esse mapeamento faz?
. B o
A 1 2 T X

(e) Mostre que duas transformagdes lineares T e V, aplicadas sucessivamente e nessa ordem (primeiro T e
depois V), ¢ equivalente a uma unica transformacdo linear P, que pode ser encontrada fazendo o
produto VT, isto é, P= VT.

(f) Dé um exemplo de duas transformagdes lineares que comutam, isto €, VI =TV

(g) D€ um exemplo de duas transformagdes lineares que ndo comutam, isto ¢, VI = TV

(h) Uma transformagéo linear é propria se o determinante de T ndo € nulo. Mostre que uma reta, quando
mapeada por uma transformacgéo linear prépria, resulta em outra reta.

(1) Encontre a transformagdo linear que mapeia o triangulo ABC no tridngulo A;B;C; , em cada um dos
seguintes casos:

v ¥
(]) . Cy (2) 4 9C1
) \ B N I B
N "C
0 C. . B 0 : : B4
A=A 2 3 4 x A=A 23 4 % <

A=A

(j) Encontre a transformacao linear no plano que corresponde a uma rotagdo de um angulo 0, no sentido
anti-horéario, ao redor da origem.
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RESPOSTAS

2 3 45
. 3 456 ¢
Exercicio 1: (a) A= ; A=A
4 5 6 7
5 6 7 8
0 -1 -2 -3 o 1 2 3
o -1 -2 . -1 0 1 2
(b) B= . B =—B=
2 1 0 -1 -2 -1 0 1
3 2 1 0 -3 -2 -1 0
(0)81:14 82218 S3:22 S4:26
(d)C1:-6 C2:-2 C3=2 C4=6
(G)P23:-4
-2
Exercicio 2: (a) S =4 b)A'=(1 -2 0) ; B'=|-3
4
2 2 2 2 2 4 6 8 4 9 14 19
. 4 4 4 4 2 4 6 8 3 8 13 18
Exercicio 3: C= D= E=
6 6 6 6 2 4 6 8 2 7 12 17
8 8 8 8 2 4 6 8 1 6 11 16
. x=6 X =38 X =-5
Exercicio 4: (a) (b) (c)
y= y:6 y:—2
I 1 -2 -1 -1 2
Exercicio 5: (a) X=| 0 0 -1 by X={ 0 0 1
-1 1 -2 I -1 2
2 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 O
Exercicio6: B=| 0 -1 2 -1 0
-1 2 -1
0o -1 2
0 01 0O
1 0 0 O 1 0 0 O
0 0 0 01
E"7()0001(b)01001()01000
xercicio 7: (a = c
0010 o010
0 0 01 0
01 0 O 0 0 0 1
1 0 00O
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Exercicio 8:

Exercicio 10:

Exercicio 12:

Exercicio 14

Exercicio 15:

Exercicio 16:

01 0 0 1

0 1 1 1 0 1 1 1
1 01 00O

1 0 0 1 1 01 1
01 01O

1 0 0 O I 1 0 1
0 01 01

1 1 0 O 1 11 0
1 0 010

5 1 2 s 1 3 . 2 1
A= A’ = Exercicio 11:
0 1 0 1 1 1

IA|=10 ||B]|=14 A-B=-10 147°41'18"  Exercicio13: x=1 ¢ y=-2
@ oAt ) . gof0 O
a) por exemplo, = [ =

P P 10 11

1 0 2 3 2 3
b) basta que A(B-C) =0 . Por exemplo, A = B= C=
(b) que A(B-C) xemp (1 oj (5 sj {4 7}
6 -2
X =
5

0ol o ll) w2 ol

(b) o efeito ¢ dobrar as coordenadas de todos os pontos da figura, resultando numa figura duas vezes

maior
(c) refletir um ponto em torno do eixo y (como se o eixo y fosse um espelho) . ‘_g
o efeito € girar o tridngulo no sentido anti-horario de 90° em relagio a origem
2 0 -1 0
(f) uma dilatag@o (por exemplo, (O zj) e uma reflexdo (por exemplo, ( 0 lj)
A X

(g) uma reflexdo (por exemplo, ( 0

0 0 -1
J) e uma rotagdo (por exemplo, ( [ 0 j)

(h) Lembremos que os pontos (x,y) estdo todos sobre uma reta se Ax + By=C , onde A, B e C sdo
constantes e A e B ndo sdo simultaneamente nulos.

P qj, aplicada a um ponto (Xj do plano, resulta no ponto
S y

A transformacgdo linear T:(
r

X _[px+qy px+qy =x’ - o .
= . Portanto . Multiplicando a primeira equagdo por (-r), a
y X + Sy X+8sy=y

segunda por (p) e somando, obtemos (ps-rq)y = py -rx’ . Multiplicando a primeira por (-s), a
segunda por (q) e somando, obtemos (rq-ps)x = qy -sx". Defina A = (ps-rq) , o determinante de
T. Note que devemos ter A = 0 para que T represente um mapeamento aceitavel de (x,y) para

(x',y"). Chegamos entdo as equagdes {py x=hy ) . Agora suponha que (x,y) esteja
qQy —sx'=—Ax (2)
sobre uma reta, ou seja, que Ax + By = C. Multiplique a equagdo (1) por (B), a equagdo (2) por
(-A), e some as duas. Obtemos uma relagdo da forma Mx'+Ny'=P, com M, N e P constantes.
Portanto, os pontos (x’, y') também estardo sobre uma reta. Confira que, sendo A # 0, as
constantes M e N ndo serdo simultaneamente nulas.
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@ (1) 1 1/2 2) -1/6 1/2 3) -2 2
i
2 -3 7/6 1/2 2 1
(j) Ha uma técnica eficiente para se encontrar a matriz de uma transformacao linear desejada.

X 1 0
Basta notar que um ponto ( j qualquer do plano pode ser escrito como X(Oj + y(lj, tratando x
y

. ~ (2 P ~
e y como escalares. Se a matriz de uma transformagdo T ¢ ( j , entdo o resultado dessa

q

1 a 0
transformag@o sobre o vetor (Oj ¢ o vetor (bj = primeira coluna de T. E o resultado de T(J ¢

(
q

1 0
sobre os vetores-base (Oj e (lj )

. . . : Ly
O resultado de uma rotacdo anti-horaria de um angulo 6 ao redor da origem, sobre o vetor (Oj , €

coso 0 —send cos® —send
0 vetor , € sobre , resulta . Portanto T = . Note que o
sen® 1 coso sen® cosH

j= segunda coluna de T. Portanto, basta encontrar o resultado do mapeamento T

determinante de T € igual a 1.
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